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Introduction

La modélisation mathématique revêt une importance fondamentale
dans de nombreux domaines scientifiques. Elle permet de représenter
et d’analyser des phénomènes complexes d’une manière systématique et
précise. En utilisant des équations, des variables et des paramètres, les
modèles mathématiques fournissent un cadre théorique solide pour étu-
dier et comprendre les propriétés et les comportements des systèmes réels.
Ils permettent aux chercheurs de formuler des hypothèses, de tester des
théories, de prédire des résultats et de prendre des décisions éclairées. Les
modèles mathématiques sont essentiels dans des domaines tels que l’éco-
nomie, l’ingénierie, les sciences de la vie, la physique, la botanique, l’agri-
culture, et bien d’autres encore. Ils jouent un rôle clé dans l’optimisation
des processus, la simulation de scénarios, la planification stratégique et
la résolution de problèmes complexes. En résumé, la modélisation mathé-
matique est un outil puissant qui permet de repousser les limites de notre
compréhension du monde qui nous entoure et de favoriser des avancées
scientifiques et technologiques significatives.

La maladie du mildiou de la pomme de terre est une affection majeure
qui peut causer des pertes importantes dans les cultures de pommes de
terre. Cette maladie est causée par un champignon appelé Phytophthora
infestans. Le mildiou se propage généralement par temps humide et frais,
favorisant ainsi le développement et la propagation du champignon. Les
symptômes du mildiou de la pomme de terre apparaissent généralement
sur les feuilles, les tiges et les tubercules de la plante. Les premiers signes
sont des taches sombres et huileuses sur les feuilles, qui peuvent se déve-
lopper rapidement en une couche cotonneuse de spores blanchâtres sur
la face inférieure des feuilles. Les tiges peuvent également présenter des
lésions brunes et des nécroses. Dans les cas graves, les tubercules peuvent
être infectés, entraînant une pourriture et une détérioration de la récolte.
La gestion de la maladie du mildiou de la pomme de terre repose sur
une combinaison de mesures préventives et curatives. Les agriculteurs
doivent surveiller régulièrement leurs cultures et prendre des mesures
préventives telles que la rotation des cultures, l’utilisation de semences
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certifiées et la mise en place de bonnes pratiques de gestion de l’irri-
gation. Des fongicides spécifiques peuvent également être utilisés pour
contrôler la maladie, en particulier lorsque les conditions sont favorables
au développement du mildiou. La modélisation mathématique a égale-
ment été utilisée pour prédire et gérer la propagation du mildiou de la
pomme de terre. En utilisant des modèles basés sur les conditions clima-
tiques, les cycles de vie du champignon et les interactions entre la plante
et le pathogène, les chercheurs peuvent estimer les risques d’infection et
recommander des stratégies de lutte appropriées. Ces modèles aident les
agriculteurs à identifier les facteurs qui favorisent la stabilité du système,
à proposer des mesures de gestion appropriées pour prévenir les épidé-
mies de mildiou et à prendre des décisions éclairées sur la gestion de la
maladie, réduisant ainsi les pertes de récolte et les besoins en fongicides.
La stabilité revêt une grande importance dans la gestion des maladies, y
compris la maladie du mildiou de la pomme de terre. Une caractéristique
clé de la stabilité est la capacité d’un système, comme une culture de
pommes de terre, à maintenir des niveaux de performance ou de résis-
tance face à des facteurs perturbateurs tels que les pathogènes. Dans le
contexte de la maladie du mildiou, la stabilité est essentielle pour mini-
miser les pertes de récolte et maintenir la productivité des cultures sur le
long terme. Une culture de pommes de terre stable est moins susceptible
d’être gravement affectée par les épidémies de mildiou, ce qui réduit la
dépendance à l’égard des traitements chimiques et les coûts associés. La
stabilité permet également de garantir la sécurité alimentaire et la du-
rabilité de la production agricole. Le contrôle optimal est une approche
mathématique puissante utilisée par les chercheurs dans la gestion de
la maladie du mildiou de la pomme de terre. En intégrant les modèles
de propagation du champignon, les facteurs environnementaux et écono-
miques, ainsi que les contraintes spécifiques, le contrôle optimal permet
de développer des stratégies de lutte efficaces et durables, réduisant ainsi
les pertes de récolte et l’impact environnemental.

L’objectif principal de ce mémoire est d’étudier la propagation du mildiou
de la pomme de terre ainsi que le développement d’un modèle mathéma-
tique pour limiter la propagation de cette maladie. Ce travail est organisé
de la manière suivante :

Dans le premier chapitre, je présente les notions et définitions fonda-
mentales relatives aux équations différentielles, au problème de Cauchy,
à la stabilité et à la fonction de Lyapunov. De plus, j’aborde des proprié-
tés et théorèmes importants et utiles dans ce domaine. Le second chapitre
est consacré aux modèles à compartiments usuelles. Le troisième chapitre
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est dédié à la maladie du mildiou de la pomme de terre ; sa première ap-
parition, ses symptômes, son cycle de développement et son traitement.
Dans le quatrième chapitre, nous présentons le modèle de mildiou de la
pomme de terre et l’analyse mathématique de ce modèle nous avons dé-
terminé le nombre de reproduction de base R0 qui exprime le nombre de
cas secondaires qu’une seule pomme de terre infectieux produit lorsqu’il
est introduit dans une population particulière. Ensuite, nous avons étudié
et discuté la stabilité du modèle : dans le cas de l’équilibre sans maladie
(DFE) et pour l’équilibre endémique(EE). Dans le dernier chapitre, nous
intégrons au modèle formulé précédemment un contrôle, visant à mini-
miser le nombre des individus infectés. Après avoir donné un résultat
sur l’existence un contrôle optimal, nous utilisons le Principe du Maxi-
mum de Pontryagin pour caractériser la valeur optimale de la stratégie
de contrôle, afin de réduire la propagation La maladie du mildiou de la
pomme de terre.Finalement, ce mémoire se termine par une conclusion
générale synthétise les travaux effectués au cours de notre étude.
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Chapitre 1

Préliminaire

Dans ce chapitre, nous aborderons des notions, des résultats et des
outils mathématiques qui seront utilisés dans la suite de ce travail. Dans
la modélisation d’un grand nombre de phénomènes physiques,chimiques,
biologiques,et en sciences de l’ingénieur ,l’apparaition des équations dif-
férentielles. Trouver la solution d’une équation difféentielle est ainsi un
problème courant, souvent difficile ou impossible à résoudre de façon
analytique. Alors Il est nécessaire de recourir à des méthodes numériques
pour résoudre ces équations différentielles.

1.1 Généralités sur les équations différen-
tielles

Définition 1.1.1. On appelle équation différentielle, une équation liant
des dérivées d’une ou plusieurs fonctions d’une variable numérique.

Définition 1.1.2. Soit f : I × U −→ IRn une fonction, où I est un
intervalle non vide de IR et U un ouvert de IRn .
On appelle équation différentielle du premier ordre associée à la fonction
f l’équation suivante :

X ′(t) = f(t, X(t)) (1.1)

où X est une fonction d’une variable réelle à valeurs dans IRn et X ′ sa
dérivée.

Remarque 1.1.1. Une équation différentielle autonome est une équation
différentielle ordinaire d’ordre 1 où la variable t n’apparait pas explicite-
ment. Elle s’écrit sous la forme suivante :
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X ′ = f(X).

Définition 1.1.3. On appelle solution d’une équation d’ordre n sur un
certain intervalle I de IR, toute fonction X définie sur cet intervalle I, n
fois dérivable en tout point de I et qui vérifie 1.1 sur I.

Définition 1.1.4. Une solution de l’équation différentielle 1.1 est la don-
née d’un couple (J, X) où J est un intervalle non vide de IR contenu dans
I et X une fonction de I à valeurs dans IRn dérivable sur I et vérifiant
les conditions suivantes :

1) (t, X(t)) ∈ I × U , ∀t ∈ J
2) X ′(t) = f(t, X(t)) , ∀t ∈ J

N.B : Le couple (J, X) est appelé solution locale de l’équation diffé-
rentielle 1.1 .

Définition 1.1.5. Soient (J1, X1) et (J2, X2) deux solutions de l’équation
différentielle 1.1 . On dit que (J2, X2) prolonge (J1, X1) si J1 ⊂ J2 et ∀t ∈
J1 et X1(t) = X2(t).

Définition 1.1.6. On dit qu’une solution (J,X) est maximale si elle
n’admet aucun prolongement (J̃ , X̃) avec J inclus strictement dans J̃ .

Définition 1.1.7. Une solution globale de 1.1 est une solution définie
sur I pour tout entier, i.e (I, X) est une solution globale de X ′ = f(., X)
où f : I × U −→ IRn.

1.2 Probléme de Cauchy-Lipschitz
Définition 1.2.1. Soit I un intervalle de IR ,J est un intervalle non vide
de IR contenu dans I et V un ouvert de IRn

On appelle probléme de Cauchy le probléme qui s’écrit sous la forme :

(p) :
{

X ′(t) = f(t, X(t))
X0 = X(t0)

presque partout sur J.

où t, t0 ∈ I et f est une fonction de I × V à valeurs dans IRn.
L’équation X ′(t) = f(t, X(t)) est un systéme pour n>1.
X(t0) = X0 ∈ IRn représente la condition initiale du probléme de cauchy.

Définition 1.2.2. On suppose que :
∀t ∈ I, la fonction X −→ f(t, X) est mesurable.
∀x ∈ V , la fonction t −→ f(t, X) est continue.
On appelle solution du probléme de cauchy (p), tout couple (J,X(.)), où :
J est un intervalle tel que J ⊂ I, t0 ∈ J et X(.) est une fonction absolu-
ment continue de J dans V. Vérifiant, ∀t ∈ J ,
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X(t) = X0 +
∫ t

t0
f(s, X(s))ds.

Ce qui équivalent à :{
X ′(t) = f(t, X(t))
X0 = X(t0)

p.p sur J

Théorème 1.2.1. Nous considérons le probléme de Cauchy (P). On sup-
pose que :
la fonction f soit continue sur I × V .
la fonction f soit lipschitzienne par rapport à x :

∃M > 0, ∀t ∈ I, ∀ Y, Z ∈ V, ∥f(t, Y ) − f(t, Z)∥ ≤ M ∥Y − Z∥

Alors , le probléme (P) admet une solution unique définie sur I.

Définition 1.2.3. Dans le cas autonome , l’équation différentielle s’écrit
sous la forme :

X ′ = AX ,

Avec A est une matrice carré d’ordre n.
le probléme de cauchy s’écrit sous la forme suivante :{

X ′(t) = AX(t)
X(0) = X0,

Avec : A ∈ Mn(IRn) .

Remarque 1.2.1. 1) La matrice X(t) qui a pour n colonnes solutions
X1(t), X2(t), X3(t), ..., Xn(t) de l’équation : X ′ = AX , s’appelle la
matrice solution de l’équation{

X ′(t) = AX(t)
X(0) = X0

.

2) Dans le cas où det[X(0)] ̸= 0 pour t ∈ IR , l’exponentielle de la
matrice At que nous notons eAt , est définie par :

eAt = X(t)[X(0)]−1,

où : X(t) est la matrice solution de l’équation X ′(t) = AtX(t) avec la
condition initiale X(0) = X0

Il est important de noter que cette définition s’applique lorsque la ma-
trice X(0) est inversible , c’est-à-dire que son déterminant est non nul
(det[X(0)] ̸= 0) . Dans ce cas , l’exponentielle de la matrice At représente
une solution particulière de l’équation différentielle donnée.

3) La solution de
{

X ′(t) = AX(t)
X(0) = X0

est donnée par :
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t −→ eAtX0

4) La fonction exponentielle vérifie les propriètés suivantes :

e0 = In

eA(s+t) = eAseAt

deAt

dt
= AeAt = eAtA

eAt = ∑∞
i=1

(At)n

n!

1.3 Point d’équilibre
Le point d’équilibre dans les équations différentielles représente un

état stable où les forces agissant sur un système sont en équilibre. C’est
une solution constante qui ne dépend pas du temps. Il joue un rôle impor-
tant dans l’analyse du comportement à long terme du système et permet
de prédire les solutions stables et les trajectoires possibles.

Définition 1.3.1. Les points d’équilibres ou les points critiques sont les
solutions constantes de l’équation différentielle f(t,X(t))=0.

1.4 Le nombre de reproduction de base R0

Au début d’une épidémie, une des questions que l’on se pose sou-
vent en épidémiologie mathématique est de trouver une valeur seuil qui
détermine si un pathogène peut se propager dans une population lors-
qu’il est introduit dans celle-ci. Ce seuil est caractérisé par le nombre
de reproduction de base noté R0 , défini comme étant le nombre moyen
d’infections causé quand un individu infectieux est introduit dans une po-
pulation complètement susceptible durant toute sa période d’infection.
Egalement, il est utilisé pour orienter des stratégies visant à contrôler la
propagation de celle-ci. Le nombre de reproduction de base est l’un des
concepts clé en épidémiologie et il est incontestablement l’une des idées
les plus précieuses que la pensée mathématique a apporté à la théorie de
l’épidémie. Le R0 est déterminé par divers facteurs tels que la virulence
de l’agent infectieux, le mode de transmission de la maladie, la durée de
la période infectieuse et la probabilité de transmission par contact entre
individus.

Définition 1.4.1. Le nombre de reproduction de base pour une infection,
R0 ; est une mesure du potentiel de transmission et est généralement dé-
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fini comme le nombre moyen de cas secondaires qu’un cas infecté typique
va provoquer dans une population sans immunité en l’absence d’interven-
tions.

Au niveau microscopique, le nombre de reproduction R0 est le nombre
moyen des infections secondaires produites par un individu infecté du-
rant la période d’infection, où les individus sont non inféctés.

Au niveau macroscopique, le nombre de reproduction R0 est le nombre
moyen des infections secondaires produites par une cellule infectée du-
rant la période d’infection, où les cellules sont non inféctés.

Corollaire 1.4.1. Si R0 ≤ 1 Alors, le point sans maladie est globalement
stable c’est-à-dire que la maladie disparaitra de la population.

Corollaire 1.4.2. Si R0 > 1 Alors, le point endémique est globalement
stable c’est-à-dire que la maladie peut se propager dans la population.

1.5 Stabilité
La stabilité des systèmes est un concept fondamental dans de nom-

breux domaines, tels que les mathématiques, l’ingénierie et les sciences
physiques. Elle concerne la capacité d’un système à maintenir son équi-
libre ou à revenir à un état d’équilibre après avoir subi une perturbation.

Un système est considéré comme stable lorsque ses réponses sont li-
mitées et prévisibles, même en présence de perturbations externes ou
internes. La stabilité est étroitement liée à la notion d’équilibre, où les
forces ou les facteurs en jeu dans le système se compensent mutuellement.

Il existe différents types de stabilité dans les systèmes, tels que la
stabilité asymptotique, la stabilité exponentielle et la stabilité marginale.
Chacun de ces types de stabilité caractérise la façon dont un système
réagit aux perturbations et à sa capacité à revenir à un état d’équilibre.

Définition 1.5.1. Soit X̃(t) une solution quelconque de l’équation 1.1.
X̃(t) est dite stable si pour tout ε > 0 , il existe γ = γ(ε) > 0 telle
que pour toute solution X(t) de l’équation différentielle f(t, X(t)) = 0
vérifiant :
∥X(t0)−X̃(t0)∥ ≤ γ , alors ∥X(t)−X̃(t)∥ ≤ ε pour tout t > t0 , t0 ∈ IR+

Définition 1.5.2. Une solution X̃(t) est dite asymptotiquement stable
si cette solution est stable et s’il existe une canstante ω > 0 telle que :

si ∥X(t0) − X̃(t0)∥ ≤ ω Alors lim
t→+∞

∥X(t) − X̃(t)∥ = 0
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Théorème 1.5.1. Une condition nécessaire pour que le seul point d’équi-
libre 0 de l’équation X’=AX stable est que les valeurs propres de A soient
toutes à partie réelle négative ou nulle.
Théorème 1.5.2. Une condition nécessaire et suffisante de stabilité de
la solution nulle de l’équaton X’=AX est que les valeurs propres de A
soient toutes à partie réelle négative ou nulle et pour toute valeur propre
λ telle que Reλ = 0 , la dimension du sous espace propre correspondant
est égale à la multiplicité de la valeur propre.
Théorème 1.5.3. Une condition nécessaire et suffisante de stabilité asymp-
totique de la solution nulle de l’équaton X’=AX est que toutes les valeurs
propres de A soient à partie réelle strictement négative.

Théorème 1.5.4. Le point d’équilibre X̃ de l’équation : X ′ = f(X)
est asymptotiquement stable si toutes les valeurs propres de la matrice
jacobienne Df(X̃) ont une partie réelle négative.
Définition 1.5.3. Si au moins l’une des valeurs propres de la matrice
jacobienne Df(X) a une partie réelle positive, Alors le point d’équilibre X̃
de l’équation différentielle X ′ = f(X) est instable.

1.6 Critère de Routh-Hurwitz
Le Critère de Routh-Hurwitz consiste a examiné les coefficients du

polynome caractéristique de la linéarisé classique.
Théorème 1.6.1. Soit P un polynome tel que a0 > 0. Pourque P soit
uniformément asymptotiquement stable , il faut que les determinants
principaux de la matrice Hurwitz soient strictement positifs (∆i > 0, i ∈
0, 1, 2, ..., n).

La stabilité d’un système linéaire autonome est liée à la nature des
valeurs propres de la matrice Hn et qui sont solutions d’une équation de
la forme

λn + a1λ
n−1 + ... + an = 0. (1.2)

Posons

Hn =



a1 a3 a5 . . . 0
1 a2 a4 . . . 0
0 a1 a3 . . . 0
... ... ... ...
0 0 0 . . . an

 . (1.3)

La matrice Hn s’appelle la matrice de Routh-Hurwitz.
Routh-Hurwitz donnent le résultat suivant.
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Théorème 1.6.2. Toutes les racines de (1.2) aient une partie réelle
strictement négative si et seulement si les mineurs diagonaux ∆k, avec
k ∈ {1, . . . , n} de la matrice (1.3) soient strictement positif

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a5 . . . .
1 a2 a4 . . . .
0 a1 a3 . . . .
0 0 0 . . . ak

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

pour k ∈ {1, . . . , n} les coefficients à indices supérieurs à n ou inférieurs
à 0 sont remplacés par 0 avec la convention a0 = 1.

Corollaire 1.6.1. pour n=4,
Soit P (X) = a0X

4 + a1X
3 + a2X

2 + a3X + a4 , On trouve la matrice de
Hurwitz :

H4 =


a1 a0 0 0
a3 a2 a1 a0
0 a4 a3 a2
0 0 0 a4


Le critére de Routh-Hurwitz s’énonce comme-suit :
Soit P (X) = a0X

4 +a1X
3 +a2X

2 +a3X +a4 , pourque le polynome P soit
uniformément asymptotiquement stable , il faut et il suffit que ∆1, ∆2, ∆3
et ∆4 seront strictements positives ; c’est-à-dire :

∆1 = a1 > 0, ∆2 =
∣∣∣∣∣a1 a0
a3 a2

∣∣∣∣∣ > 0, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a0 0
a3 a2 a1
0 a4 a3

∣∣∣∣∣∣∣ > 0, ∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a0 0 0
a3 a2 a1 1
a5 a4 a3 a2
0 0 0 a4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0

Quand a0 > 0 une condition nécessaire pour que toutes les racines du po-
lynôme caractéristique admettes une partie réelle négative il faut que tous
les coefficients doivent être positifs c’est-à-dire : a1 > 0, a2 > 0, ..., an > 0.

1.7 Fonction de Lyapunov
Définition 1.7.1. S’il existe une valeur propre à partie réelle nulle, on
ne peut pas confirmer la stabilté ou l’instabilité du systéme par la linéari-
sation.Dans ce cas pour la détermination de la stabilité le mathématicien
russe Alexandre Lyapunov a présenté un outil efficace. c’est les fonctions
de lyapunov.
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Définition 1.7.2. Soit une fonction V : IRn −→ IR est une fonction
candidate de lyapunov Si :
V (0) = 0
∀x ∈ U \ {0} V (x) > 0 , pour un certain voisinage U de l’origine.

La dérivée V̇ d’une fonction V le long du champ de vecteurs f est dé-
finie par V̇ (x) =< ∇V (x), f(x) > où : < ., . > désigne le produit scalaire
dans l’espace considéré et ∇ l’opérateur gradient.

Si de plus , la fonction candidate de lyapunov vérifie : ∀x ∈ W\{0} V̇ (x) ≤
0 pour un certain voisinage W de l’origine, On dit que V est une fonction
de lyapunov.

Définition 1.7.3. Soit x̃ un point d’équilibre et v une fonction continue
définie sur un voisinage de x̃ U ⊂ IRn à valeurs dans IR , différentiable
sur U \ {x̃} tel que : V (x̃) = 0 et V (x) > 0 si x ̸= x̃ V̇ (x) ≤ 0 sur U \{x̃}
Alors : x̃ est stable.

Définition 1.7.4. Si x̃ est stable et V̇ (x) < 0 sur U \ {x̃} , Alors x̃ est
asymptotiquement stable.

Dans ce chapitre, nous avons présenté des notions et des définitions de
base qui concernent les équations différentielles, le probléme de cauchy,
la stabilité et la fonction de lyapunov. Ainsi que des propriétés et des
théoremes qui seront importants et utiles dans ce mémoire.
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Chapitre 2

Les modèles à compartiments
classiques

2.1 Modèle épidémologique
Un modèle épidémologique est formé de deux concepts : les compar-

timents qui divisent la population en divers états possibles par rapport à
la maladie et les régles qui spécifient la proportion des individus passant
d’un compartiment à un autre . Cette modèlisation permet de clarifier les
suppositions, les variables et les paramètres quelque fois très complexes.
L’analyse mathématique fournit des résultats servant à comprendre la
nature de la maladie étudiée, son évolution et sa transmission.

En épidémologie, les termes suivant sont couramment utilisés ;
S : représente les individus Succeptibles
I : représente inféctés
R : represente les individus rétablies
E : représente les individus exposés
N : représente la population totale

2.2 Les modéles à deux compartiments

2.2.1 Modéle à compartiment SI
En 1906, W.Hamer a introduit le modèle SI qui est appellé aussi le

modéle détérministe simple dont les sujets inféctés le restent toujours
autrement dit qu’il n’y a ni guérison ni décès de plus les populations
d’individus saines et d’individus inféctées sont en permanence. Ce mo-
dèle comporte deux compartiments :
S (t) : saines ou susceptibles c’est à dire les individus qui ne sont pas
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contamnés mais peuvent le devenir.
I (t) : inféctés c’est à dire les individus qui sont atteints par la maladie
étudiée.

Un flux s’établit entre S et I qui dépend du nombre d’individus suc-
ceptibles, le nombre des individus inféctés et le taux de contagion α .

Ce modéle est considérée comme-suit : S −→ I

Ce modéle est représenté par le systéme des équations différentielles sui-
vant : {

S ′(t) = −αS(t)I(t)
I ′(t) = αS(t)I(t)

Avec N(t) = S(t)+I(t) est la population totale et il est constant à travers
le temps t.

La représentation compartimentale du modéle mathématique :

2.2.2 Modèle à compartiment SIS
le modèle SIS est un modèle dérivée du modéle SIR dont la maladie

n’est pas dangereuse car au bout d’un certain temps, les individus infec-
tées redeviennent susceptibles.

Ce modèle est considérée comme-suit : S −→ I −→ S

Ce modèle est représenté par le systéme des équations différentielles sui-
vant : {

S ′(t) = −αS(t)I(t) + δI(t)
I ′(t) = αS(t)I(t) − δI(t)

avec : α représente le taux d’infection et δ représente le taux de chaque
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infecté guérit

La représentation compartimentale du modèle mathématique :

2.3 Les modèles à trois compartiments

2.3.1 Modèle à compartiment SIR
En 1927, William Ogilvy Kermack et Anderson Gray McKendrick ont

publié un modéle dont lequel la population est divisé entre les individus
Susceptibles (compartiment S) , les individus infectées (compartiment I)
et les individus rétablies (compartiment R) et ce modèle ne contient que
deux paramètres : α le taux d’infection et le taux de retrait ( appelé aussi
taux de guérison ) µ dont les valeurs sont estimées à partir des données
observées.
Les compartiments utilisés dans ce modéle consise trois classes :
S(t) qui représente le nombre des individus n’ayant pas encore été inféc-
tés à l’instant t autrement dit le nombre des individus sains .
I(t) qui représente le nombre des individus inféctés par la maladie à l’ins-
tant t.
R(t) qui représente le nombre des individus inféctés et qui ont subit un
traitement pour se rétablir.

Ce modéle est considérée comme-suit : S −→ I −→ R

Ce modéle est représenté par le systéme des équations différentielles sui-
vant : 

S ′(t) = −αS(t)I(t)
I ′(t) = αS(t)I(t) − µI(t)
R′(t) = µI(t)

Avec N(t) = S(t)+I(t)+R(t) , α est le taux de transmission , µ est le
taux de guérison , le terme αS(t)I(t) est le nombre de contacts entre les
suscptibles et les infectés.
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La représentation compartimentale du modèle mathématique :

2.3.2 Modèle à compartiment SIRS
le modéle SIRS est une extension du modèle SIR.

Ce modéle est considérée comme-suit : S −→ I −→ R −→ S

Ce modèle est représenté par le systéme des équations différentielles sui-
vant : 

S ′(t) = −αS(t)I(t) + ηR(t)
I ′(t) = αS(t)I(t) − µI(t)
R′(t) = µI(t) − ηR(t)

Avec : α est le taux de transmission , µ est le taux de guérison , le terme
η est le taux de perte d’immunité.

La représentation compartimentale du modèle mathématique :

2.3.3 Modèle à compartiment SEI
Dans le modèle SEI, on a l’appartion du compartiment E qui re-

présente les individus exposés . Dans ce modèle avant que les sous-
populations susceptibles vont à la boite I , il nécessite de passer une
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période de latence ou d’incubation

Ce modéle est considérée comme-suit : S −→ E −→ I

Ce modéle est représenté par le systéme des équations différentielles sui-
vant : 

S ′(t) = −αS(t)I(t)
E ′(t) = αS(t)I(t) − βE(t)
I ′(t) = βE(t)

Avec : α est le taux d’incubation.

La représentation compartimentale du modèle mathématique :

2.4 Le modèle à quatre compartiments

2.4.1 Modèle à compartiment SEIR
le modéle SEIR divise la population en quatre compartiments S c-à-d

Succesptible ou saine , exposé noté par E , infécté noté par I et R qui
désigne rétabli .

Ce modèle est considérée comme-suit : S −→ E −→ I −→ R

Ce modéle est représenté par le systéme des équations diffé-
rentielles suivant : 

S ′(t) = −αS(t)I(t)
E ′(t) = αS(t)I(t) − βE(t)
I ′(t) = βE(t) − µI(t)
R′(t) = µI(t)

avec N(t)=S(t)+E(t)+I(t)+R(t)
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La représentation compartimentale du modèle mathématique :

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques modèles à compar-
timents où le chercheur revient toujours pour modèliser des nouveaux
modèles tel que : SI, SIS, SIR, SIRS, SEI, SEIR accompagné par leurs
systémes des équations différentielles .
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Chapitre 3

Le mildiou du pomme de la
terre

3.1 Introduction sur le mildiou
À partir de 1843 aux États-Unis et à partir de 1845 en Europe, les

cultures de pommes de terre ont été victimes d’une maladie qui atta-
quait le feuillage et les tubercules, causant d’importants dégâts. Cette
maladie, connue sous le nom de mildiou, est une maladie cryptogamique
causée par une moisissure présente dans toutes les régions du monde.
Cependant, elle est plus fréquente dans les régions montagneuses ou les
basses-terres où les conditions climatiques sont fraîches et humides, avec
des températures variant entre 15 et 20°C, bien qu’elle puisse également
se développer dans des températures plus chaudes, entre 10 et 25°C, ainsi
qu’avec une forte hygrométrie (90%).
Le mildiou a été à l’origine de la grande famine de 1845-1849 en Irlande.
Cette maladie est causée par un champignon parasite appelé Phytoph-
thora infestans, qui appartient à la classe des Phycomycètes et à la fa-
mille des Pythiacées. Phytophthora infestans a un caractère infectieux
explosif, se propageant rapidement et provoquant le développement de
la maladie en seulement 3 à 5 jours lorsque les conditions sont favorables.

N.B : Dans les régions où les pluies sont bien marquées, Un chan-
gement de la période de plantation peut favoriser une réduction de la
gravité de la maladie.
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3.2 Les symptômes du mildiou de la pomme
de terre :

le mildiou de la pomme de terre atteint les feuilles, les tiges et les
tubercules.

3.2.1 Les symptômes du mildiou sur les feuilles :

Au niveau des feuilles : L’apparition des petites taches décolorées
apparait sur les feuilles variants du vert pale au vert foncé qui se trans-
forme par la suite en lésions brunes ou noires. Ces lésions commencent
fréquemment aux pointes des feuilles ou sur les bords.

3.2.2 Les symptômes du mildiou sur les tiges :

Au niveau des tiges : A partir des feuilles les lésions peuvent se de-
velopper en surface ou à l’interieur des pétioles ou des tiges ainsi que
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l’apparition des taches brunes parfois nécrotiques qui entrainent la des-
truction des jeunes plantes et la cassure des tiges des plantes adultes.

3.2.3 Les symptômes du mildiou sur les tubercules

Au niveau des tubercules : l’Apparition des taches de couleur brunes
ou gris bleuâtre ainsi que l’apparition des zones marbrées de couleur
rouille et fibreuses donnant un aspect de pourriture.

3.3 Cycle de developpement de la maladie
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Au premier, la maladie apparait au foyers isolés après elle s’étend ra-
pidement à l’ensemble de la plantation. Les zoospores se conservent sur
les débris de pommes de terre ou les tubercules malades qui en germant,
donnent naissance à des pousses contaminées. La maladie se transmet en-
suite aux autres parcelles par le vent qui entraine les zoospores, parfois
sur de très longues distances. Le mildiou peut également se conserver dans
le sol sous forme d’oospores qui contamineront directement la culture de
pomme de terre en place. En résumé, la maladie se développe et se ré-
pand plus rapidement par températures fraiches et en cas d’atmosphère
humide. Dans de telles conditions, La durée du cycle infectieux est alors
de 3 à 5 jours.

3.4 Les conséquences et le traitement du
mildiou :

l’infection et le developpement du mildiou sont favorisés par les condi-
tions climatiques humides ainsi que lorsque la varité du pomme de terre
est sensible. Comme toutes les maladies, le mildiou de pommes de terres
peut entrainer des pertes de rendements pouvant aller jusqu’à 70 ou 80%
de la récolte et parfois une perte de récolte totale en cas de perte ma-
nifestation. Ce qui pousse les agriculteurs à traiter cette maladie par
des techniques favorisant un assèchement rapide du feuillage et rédui-
sant l’humidité dans la culture qui tend à réduire le développement de
la maladie. Ces techniques comprennent les distances de plantation, la
destruction du feuillage avant la récolte et de le laisser complétement
se dessecher ce qui réduit les possibilités d’infection des tebercules à la
récolte . Ainsi que à la récolte les tebercules doivent etre mature et le
sol doit etre sec.Et pour la lutte contre cette maladie les agriculteurs
utilisent un fongicide foliaire selon les précautions d’emploi. Il existe plu-
sieurs produits contre Mildiou tels que les fongicides de contact comme les
dithiocarbamates (produits à base de cuivre manèbe, mancozèbe, fluazi-
nam...), fongicides pénétrants (cymoxanil. . .), diffusants (dimétomorph,
propamocarbe. . .) ou systémiques (métalaxyl, oxadyxil. . .). Et L’appli-
cation des produits doit être raisonnable et elle doit être en fonction du
niveau et du type de risque d’infection épidémique, du risque de résis-
tance à certains fongicides et de la sensibilité de la variété cultivée.
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Dans ce chapitre, nous avons présenté une petite introduction sur le
mildiou de la pomme de terre ,ses symptomes, les conditions favorables de
son développement, ses conséquences ainsi que les méthodes pour traiter
cette maladie.
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Chapitre 4

L’analyse mathématique du
modèle SEIR

4.1 Introduction
Pour étudier la propagation et le contrôle du mildiou de la pomme de

terre, le chercheur doit connaître toutes les caractéristiques de la maladie
afin d’estimer et de représenter celle-ci sous la forme d’un modèle. Nous
allons créer un modèle aussi réaliste que possible pour simuler la réalité
et obtenir des résultats corrects. Pour cela, nous travaillons sur le modèle
SEIR (Susceptible, Exposé, Infecté et Rétabli).

4.2 La formulation du modèle
Le modèle SEIR est le plus approprié pour simuler le mildiou de la

pomme de terre. Premièrement, nous considérons la population totale
au temps t, notée N(t), qui est subdivisée en différentes catégories : les
pommes de terre susceptibles S(t), qui sont capables d’être infectées ; les
pommes de terre exposées E(t), qui se trouvent dans la période d’in-
cubation ; les pommes de terre infectieuses I(t), qui sont effectivement
infectées par la maladie ; et enfin les pommes de terre rétablies R(t), qui
représentent les individus guéris.
Avec

N(t)=S(t)+E(t)+I(t)+R(t)

L’illustration ci-dessous présente le diagramme du modèle proposé pour
la dynamique de la maladie du mildiou de la pomme de terre :
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La population étudiée à l’instant t se compose de pommes de terre qui
sont réparties en quatres classes notées : S(t), E(t), I(t) et R(t).

Où
S(t) : représente le nombre de pommes de terres susceptibles.
E(t) : représente le nombre de pommes de terres exposés.
I(t) : représente le nombre de pommes de terres infectés par le mildiou.
R(t) : représente le nombre de pommes de terres rétablis du mildiou.

Et les paramétres du modéle :
π : représente le taux de natalité.
α représente le taux d’incubation de la maladie du mildiou de la

pomme de terre.
µ : représente le taux de mortalité naturelle.
β : représente le taux d’infection.
η : représente le taux de mortalité induite par la maldie du mildiou

de la pomme de terre.
γ : représente le taux de guérison.

Nous nous intéressons à l’étude du modèle mathématique SEIR suivant :

dS(t)
dt

= π − αS(t)I(t) − µS(t)

dE(t)
dt

= αS(t)I(t) − (β + µ)E(t)

dI(t)
dt

= βE(t) − (γ + µ + η)I(t)

dR(t)
dt

= γI(t) − µR(t)
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Avec les conditions initiales :

S(0) = S0 ≥ 0 , E(0) = E0 ≥ 0 , I(0) = I0 ≥ 0 et R(0) = R0 ≥ 0

4.3 Analyse des équilibres de modèle :
Les équilibres de ce modèle sont composés de deux états d’équilibre :

* Le point d’équilibre sans maladie (où la maladie est absente dans
la population).

*Le point d’équilibre endémique (où la maladie persiste dans la po-
pulation).

4.3.1 Point d’équilibre sans maladie :
La condition pour qu’il n’y ait pas de maladie dans une population

est que E(t) = 0 et I(t) = 0. On note ce point d’équilibre comme étant
"Ef ". En remplaçant E(t) et I(t) par 0 dans la quatrième équation, nous
obtenons :

dR(t)
dt

= 0 → −µR(t) = 0 → R(t) = 0 (carµ ̸= 0)

Par conséquent, dS(t)
dt

= π − µS(t) = 0 → S(t) = π
µ

Alors, Ef = (π
µ
, 0, 0, 0)

4.3.2 Point d’équilibre endémique :
On note ce point d’équilibre par EE telque : EE = (S∗, E∗, I∗, R∗) .

L’obtention de ce point tend vers la résolution des équations suivantes :

π − αS(t)I(t) − µS(t) = 0

αS(t)I(t) − (β + µ)E(t) = 0

βE(t) − (γ + µ + η)I(t) = 0

γI(t) − µR(t) = 0
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D’aprés la 2eme équation on a : αS(t)I(t) = (β + µ)E(t) On remplace
αS(t)I(t) par (β + µ)E(t) dans la 1ere équation. On aura :

π − (β + µ)E(t) − µS(t) = 0

αS(t)I(t) − (β + µ)E(t) = 0

βE(t) − (γ + µ + η)I(t) = 0

γI(t) − µR(t) = 0

D’aprés la 1ere équation on a : S(t) = π
µ

− (1 + β
µ
)E(t) . On remplace

S(t) par π
µ

− (1 + β
µ
)E(t) dans la 2eme équation. On aura :

π − (β + µ)E(t) − µS(t) = 0

α(π
µ

− (1 + β
µ
)E(t))I(t) − (β + µ)E(t) = 0

βE(t) − (γ + µ + η)I(t) = 0

γI(t) − µR(t) = 0

D’où :

π − (β + µ)E(t) − µS(t) = 0

απ
µ

I(t) − α(1 + β
µ
)E(t)I(t) − (β + µ)E(t) = 0

βE(t) − (γ + µ + η)I(t) = 0

γI(t) − µR(t) = 0

D’après la 3eme équation, On a : E(t) = γ+µ+η
β

I(t). On remplace E(t)
par γ+µ+η

β
I(t) dans la 2eme équation.

Donc :
π − (β + µ)E(t) − µS(t) = 0

απ
µ

I(t) − α(1 + β
µ
)(γ+µ+η

β
I(t))I(t) − (β + µ)(γ+µ+η

β
I(t)) = 0

βE(t) − (γ + µ + η)I(t) = 0
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γI(t) − µR(t) = 0

D’après la 2eme équation, On a : απ
µ

−(β+µ)γ+µ+η
β

−α(1+β
µ
)γ+µ+η

β
I(t) = 0

Donc : I∗ = απβ−µ(β+µ)(γ+µ+η)
α(µ+β)(γ+µ+η) = −µ

α
+ πβ

(µ+β)(γ+µ+η)

On remplace I(t) par −µ
α

+ πβ
(µ+β)(γ+µ+η) Dans la 3eme équation On aura :

E∗ = −µ(γ+µ+η)
αβ

+ π
µ+β

.

Et dans la 4eme équation on aura : R∗ = −γ
α

+ πβγ
µ(µ+β)(γ+µ+η)

En remplaçant E(t) par −µ(γ+µ+η)
αβ

+ π
µ+β

dans la 1ere équation On aura :

S∗ = (µ+β)(γ+µ+η)
αβ

Donc : EE = ( (µ+β)(γ+µ+η)
αβ

, −µ(γ+µ+η)
αβ

+ π
µ+β

, −µ
α

+ πβ
(µ+β)(γ+µ+η) ,

−γ
α

+
πβγ

µ(µ+β)(γ+µ+η))

4.4 Nombre de reproduction de base R0

On a : απβ − µ(β + µ)(γ + µ + η) > 0
Donc : απβ > µ(β + µ)(γ + µ + η)

et par la suite :

R0 = απβ
µ(β+µ)(γ+µ+η)

et :

EE = ( π
µR0

, π(R0−1)
(µ+β)R0

, µ
α
(R0 − 1), (R0−1)γ

α
)

Il est clair que la solution unique positive existe seulement si R0 > 1 qui
signifie qu’il y a un unique point d’équilibre endémique.
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4.5 Analyse de la stabilité des points d’équi-
libres du modéle

4.5.1 La stabilité du point d’équilibre sans maladie
On calcule d’abord la matrice jacobienne associe au systéme :

dS(t)
dt

= π − αS(t)I(t) − µS(t)

dE(t)
dt

= αS(t)I(t) − (β + µ)E(t)

dI(t)
dt

= βE(t) − (γ + µ + η)I(t)

dR(t)
dt

= γI(t) − µR(t)

A1 =


−αI − µ 0 −αS 0

αI −(β + µ) αS 0
0 β −(γ + µ + η) 0
0 0 γ −µ


Au point d’équilibre sans maladie Ef = (π

µ
, 0, 0, 0) la matrice vaut :

A=


−µ 0 −απ

µ
0

0 −(β + µ) απ
µ

0
0 β −(γ + µ + η) 0
0 0 γ −µ



Le polynome caractéristique de cette matrice est : PA(λ) = det(A − λI)
Avec

I=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
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D’où

PA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−µ − λ 0 −απ

µ
0

0 −(β + µ) − λ απ
µ

0
0 β −(γ + µ + η) − λ 0
0 0 γ −µ − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

PA(λ) = −(λ+µ)

∣∣∣∣∣∣∣
−(β + µ) − λ απ

µ
0

β −(γ + µ + η) − λ 0
0 γ −µ − λ

∣∣∣∣∣∣∣−απ
µ

∣∣∣∣∣∣∣
0 −(β + µ) − λ 0
0 β 0
0 0 −µ − λ

∣∣∣∣∣∣∣

PA(λ) = −(λ+µ)[−(λ+β+µ)
∣∣∣∣∣−(γ + µ + η) − λ 0

γ −µ − λ

∣∣∣∣∣−απ
µ

∣∣∣∣∣β 0
0 −µ − λ

∣∣∣∣∣]
PA(λ) = (λ + µ)[(λ + β + µ)(λ + γ + µ + η)(λ + µ) − απ

µ
β(λ + µ)]

PA(λ) = (λ + µ)2[(λ + β + µ)(λ + γ + µ + η) − απ
µ
β]

PA(λ) = (µ + λ)2[λ2 + (β + γ + η + 2µ)λ + (β + µ)(γ + µ + η)(1 − R0)]

PA(λ) = (µ2 +λ2 +2µλ)[λ2 +(β+γ+η+2µ)λ+(β+µ)(γ+µ+η)(1−R0)]

PA(λ) = λ4 + (β + γ + η + 2µ)λ3 + (β + µ)(γ + µ + η)(1 − R0)λ2 +
2µλ3 + 2µ(β + γ + η + 2µ)λ2 + 2µ(β + µ)(γ + µ + η)(1 − R0)λ + µ2λ2 +
µ2(β + γ + η + 2µ)λ + µ2(β + µ)(γ + µ + η)(1 − R0)

PA(λ) = λ4 + (β + γ + η + 4µ)λ3 + [(β + µ)(γ + µ + η)(1 − R0) + [2µ(β +
γ + η + 2µ) + µ2]λ2 + [2µ(β + µ)(γ + µ + η)(1 − R0) + µ2(β + γ + η +
2µ)]λ + µ2(β + µ)(γ + µ + η)(1 − R0)

En appliquant le théoreme de Routh-Hurwitz, On pose :

PA(λ) = a0λ
4 + a1λ

3 + a2λ
2 + a3x + a4

Avec

a0 = 1
a1 = β + γ + η + 4µ

a2 = 2µ(β + γ + η + 2µ) + µ2

a3 = 2µ(β + µ)(γ + µ + η)(1 − R0) + µ2(β + γ + η + 2µ)
a4 = µ2(β + µ)(γ + µ + η)(1 − R0)
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Il est clair que ai > 0 ∀i ∈ {0, 1, 2, 3, 4} pour 1-R0 > 0

Donc la condition nécessaire du théoreme de Routh-Hurwitz est véri-
fiée.

On a la matrice de Hurwitz qui est donnée par :

H4 =


a1 1 0 0
a3 a2 a1 1
0 a4 a3 a2
0 0 0 a4


Les déterminants principaux de la matrice de Hurwitz sont données par :

∆1 = a1, ∆2 =
∣∣∣∣∣a1 1
a3 a2

∣∣∣∣∣ , ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 1 0
a3 a2 a1
0 a4 a3

∣∣∣∣∣∣∣ , ∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 1 0 0
a3 a2 a1 1
a5 a4 a3 a2
0 0 0 a4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On a ∆1 = a1 > 0
On a ∆2 = a1a2 − a3 > 0
On a ∆3 = −a2

1 + a3∆2 > 0
On a ∆1 = a4∆3 > 0

D’aprés le théoreme de Routh-Hurwitz, toutes les valeurs propre du po-
lynôme caractéristique PA admettes une partie réelle négative Et par la
suite le point d’équilibre sans maladie

Ef = (π
µ
, 0, 0, 0)

est localement asymptotiquement stable , si R0 < 1 .

4.5.2 La stabilité de point d’équilibre endémique
Soit le point d’équilibre endémique

EE = ( (µ+β)(γ+µ+η)
αβ

, −µ(γ+µ+η)
αβ

+ π
µ+β

, −µ
α

+ πβ
(µ+β)(γ+µ+η) ,

−γ
α

+ πβγ
µ(µ+β)(γ+µ+η))
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On a la matrice jacobienne associe au systéme :

dS(t)
dt

= π − αS(t)I(t) − µS(t)

dE(t)
dt

= αS(t)I(t) − (β + µ)E(t)

dI(t)
dt

= βE(t) − (γ + µ + η)I(t)

dR(t)
dt

= γI(t) − µR(t)

est

A=


−αI − µ 0 −αS 0

αI −(β + µ) αS 0
0 β −(γ + µ + η) 0
0 0 γ −µ



On calcule d’abord la matrice jacobienne associe au systéme au point
d’équilibre endémique EE EE = ( π

µR0
, π(R0−1)

(µ+β)R0
, µ

α
(R0 − 1), (R0−1)γ

α
), la

matrice vaut :

B=


−µR0 0 − απ

µR0
0

µ(R0 − 1) −(β + µ) απ
µR0

0
0 β −(γ + µ + η) 0
0 0 γ −µ



Le polynome caractéristique de cette matrice est : PB(x) = det(B − xI)
Avec :

I=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
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PB(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−µR0 − λ 0 − απ

µR0
0

µ(R0 − 1) −(β + µ) − λ απ
µR0

0
0 β −(γ + µ + η) − λ 0
0 0 γ −µ − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

PB(λ) = −(λ + µ)

∣∣∣∣∣∣∣
−µR0 − λ 0 − απ

µR0

µ(R0 − 1) −(β + µ) − λ απ
µR0

0 β −(γ + µ + η) − λ

∣∣∣∣∣∣∣

PB(λ) = −(λ+µ)[−(λ+µR0)
∣∣∣∣∣−(β + µ) − λ απ

µR0

β −(γ + µ + η) − λ

∣∣∣∣∣−απβ
R0

(R0−

1)]]

PB(λ) = (λ+µ)[(λ+µR0)((λ+γ +µ+η)(λ+µ+β)− απβ
µR0

)+απβ − απβ
R0

]

PB(λ) = (λ + µ)[(λ + µR0)(λ + γ + µ + η)(λ + µ + β) − απβ
µR0

(λ + µR0) +
απβ − µ(γ + µ + η)(µ + β)]

PB(λ) = (λ + µ)[(λ + µR0)(λ + γ + µ + η)(λ + µ + β) − απβ
µR0

λ − µ(γ + µ +
η)(µ + β)]

PB(λ) = (λ + µ)[(λ + µR0)(λ + γ + µ + η)(λ + µ + β) − (γ + µ + η)(µ +
β)λ − µ(γ + µ + η)(µ + β)]

PB(λ) = (λ + µ)[(λ + µR0)(λ + γ + µ + η)(λ + µ + β) − (γ + µ + η)(µ +
β)λ − µ(γ + µ + η)(µ + β)]

PB(λ) = (λ + µ)[(λ2 + (β + µ + µR0)λ + µR0(β + µ))(λ + γ + µ +
η) − (γ + µ + η)(µ + β)λ − µ(γ + µ + η)(µ + β)]

PB(λ) = (λ + µ)[λ3 + (µ + γ + η)λ2 + (β + µ + µR0)λ2 + (β + µ +
µR0)(γ + µ + η)λ + µR0(β + µ)λ + µR0(β + µ)(µ + γ + η) − (γ + µ +
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η)(µ + β)λ − µ(γ + µ + η)(µ + β)]

PB(λ) = (λ + µ)[λ3 + (2µ + γ + η + β + µR0)λ2 + µR0(γ + µ + η)λ +
µR0(β + µ)λ + µR0(β + µ)(µ + γ + η) − µ(γ + µ + η)(µ + β)]

PB(λ) = (λ + µ)[λ3 + (2µ + γ + η + β + µR0)λ2 + µR0(γ + 2µ + β +
η)λ + µ(β + µ)(µ + γ + µ)R0 − µ(γ + µ + η)(µ + β)]

PB(λ) = (λ + µ)[λ3 + (2µ + γ + η + β + µR0)λ2 + µR0(γ + 2µ + β +
η)λ + απβ − απβ

R0
]

PB(λ) = (λ + µ)[λ3 + (2µ + γ + η + β + µR0)λ2 + µR0(γ + 2µ + β +
η)λ + απβ

R0
(R0 − 1)]

PB(λ) = λ4 +(2µ+γ +η+β +µR0)λ3 +µR0(γ +2µ+β +η)λ2 + απβ
R0

(R0 −
1)λ+µλ3+µ(γ+η+β+2µ+µR0)x2+µ2R0(2µ+γ+η+β)λ+ µαπβ

R0
(R0−1)

PB(x) = λ4 +(3µ+γ +η +β +µR0)λ3 +µ(γR0 +2µR0 +βR0 +ηR0 +γ +
η+β +2µ+µR0)λ2 +[απβ

R0
(R0 −1)+µ2R0(2µ+γ +η+β)]λ+ µαπβ

R0
(R0 −1)

En appliquant le théoreme de Routh-Hurwitz, On pose :
PB(λ) = a0λ

4 + a1λ
3 + a2λ

2 + a3x + a4

Avec
a0 = 1

a1 = 3µ + γ + η + β + µR0
a2 = µ(γR0 + 2µR0 + βR0 + ηR0 + γ + η + β + 2µ + µR0)

a3 = [απβ
R0

(R0 − 1) + µ2R0(2µ + γ + η + β)]
a4 = µαπβ

R0
(R0 − 1)

Il est clair que ai > 0 ∀i ∈ {0, 1, 2, 3, 4} pour R0 − 1 > 0

Donc la condition nécessaire du théoreme de Routh-Hurwitz est véri-
fiée.

On a la matrice de Hurwitz qui est donnée par :

H4 =


a1 1 0 0
a3 a2 a1 1
0 a4 a3 a2
0 0 0 a4
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Les déterminants principaux de la matrice de Hurwitz sont données par :

∆1 = a1, ∆2 =
∣∣∣∣∣a1 1
a3 a2

∣∣∣∣∣ , ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 1 0
a3 a2 a1
0 a4 a3

∣∣∣∣∣∣∣ , ∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 1 0 0
a3 a2 a1 1
a5 a4 a3 a2
0 0 0 a4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On a ∆1 = a1 > 0

∆2 = a1a2 − a3 = µ(3µ + γ + η + β + µR0)[γ + 2µ + β + η + µR0 +
(γ + 2µ + β + η)R0] − µ2R0(γ + 2µ + β + η) − απβ

R0
(R0 − 1)

∆2 = µ2R0(γ+2µ+β+η)+µ(2µ+γ+η+β+µR0)[γ+2µ+β+η+µR0+(γ+
2µ+β+η)R0]+µ2(γ+2µ+β+η+µR0)−µ2R0(γ+2µ+β+η)− απβ

R0
(R0−1)

∆2 = µ(µ + γ + η)[γ + 2µ + β + η + µR0 + (γ + 2µ + β + η)R0] + µ(µ +
β + µR0)[γ + 2µ + β + η + µR0 + (γ + 2µ + β + η)R0] + µ2(γ + 2µ + β +
η + µR0) − µ(β + µ)(γ + η + µ)(R0 − 1)
∆2 = µ(µ+γ+η)(β+µ)R0+µ(µ+γ+η)(γ+2µ+β+η+µR0)+µ(µ+γ+
η)2R0 +µ(µ+β +µR0)(γ +2µ+β +η)R0 +µ(γ +2µ++η +µR0)(µ+β +
µR0)+µ2(γ+2µ+β+η+µR0)−µ(β+µ)(γ+η+µ)R0+µ(β+µ)(γ+η+µ)
=µ(γ + 2µ + β + η + µR0)(3µ + γ + η + β + µR0) + µ(µ + γ + η)[(µ +
γ + η)R0 + β + µ] + µR0(µ + β + µR0)(γ + 2µ + β + η) > 0

∆3 = −a4a
2
1 + a3(a1a2 − a3)

∆3 = −a4a
2
1 + a3∆2 > 0

∆4 = a4∆3 > 0

D’aprés le théoreme de Routh-Hurwitz, toutes les valeurs propre du po-
lynôme caractéristique PB admettes une partie réelle négative Et par la
suite le point d’équilibre endémique

EE = ( (µ+β)(γ+µ+η)
αβ

, −µ(γ+µ+η)
αβ

+ π
µ+β

, −µ
α

+ πβ
(µ+β)(γ+µ+η) ,

−γ
α

+ πβγ
µ(µ+β)(γ+µ+η))

est localement asymptotiquement stable , si R0 > 1 .
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Chapitre 5

Contrôle optimal de la
dynamique de transmission
du Mildiou de la pomme de
terre

Dans cette section, nous introduisons le problème du controle optimal
dans le modèle SEIR et etudions la solution du probléme.

5.1 Probléme du controle optimal
Ces résultats indiquent une stratégie pour réduire la transmission du

mildiou de la pomme de terre .
Par conséquent, nous ajoutons le controle u(t) qui dépend du temps t et
qui représente le fongicide qui protége la plante succeptible de la maladie.
Ce qui réduit la force d’infection associé par le facteur (1-u(t)).

Le controle u(t) ∈ Uad telque Uad est L’ensemble des controles admis-
sibles qui est définie par :

Uad = {u / u(t) est mesurable, 0 ≤ u(t) ≤ 1 ∀t ∈ [0, tf ]}

Donc, le modèle de contrôle est formulé en combinant les variables de
contrôle mentionnées précédemment à travers le système suivant :
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dS(t)
dt

= π − α(1 − u(t))S(t)I(t) − µu(t)

dE(t)
dt

= α(1 − u(t))S(t)I(t) − (β + µ)E(t)

dI(t)
dt

= βE(t) − (γ + µ + η)I(t)

dR(t)
dt

= γI(t) − µR(t)

(5.1)

La fonctionnelle d’objectif du modèle proposé pour minimiser l’infec-
tion est donnée comme-suit :

J(u) =
∫ tf

0 [CI(t) + 1
2ρu2(t)]dt

où C et ρ des constantes positives. ρ signifie la mesure du poids qui est
associé au controle u qui permet de régulariser ce dernier. Le terme CI(t)
représente le gain pour la population des inféctés.

De plus, le lagrangien du système décrivant le probléme de controle op-
timele est donné par :

L = CI(t) + 1
2ρu2(t)

Et la fonction hamiltonienne est définie comme-suit :

H = L + λ1(t)dS(t)
dt

+ λ2(t)dE(t)
dt

+ λ3(t)dI(t)
dt

+ λ4(t)dR(t)
dt

.

5.2 existence du contrôle optimal
Maintenant, nous présentons un résultat qui vérifiera l’existence de

contrôle optimal qui minimisent la fonctionnelle objective J dans un in-
tervalle fini.

Proposition 5.2.1. Considérons le problème de contrôle optimal associé
au système (1) , alors il existe un contrôle optimal u dans Uad tel que

J(u∗) = min {J(u) : u ∈ Uad}

Preuve. Toutes les variables d’état impliquées dans le modèle sont conti-
nûment différentiables. Afin de démontrer la proposition, nous devons
donc vérifier les quatre conditions suivantes énoncées.

1 L’ensemble des solutions du système (1) avec les variables de contrôle
dans Uad est non vide.
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2 L’ensemble Uad est convexe and fermé.
3 Le système d’état peut être exprimé sous forme de fonction linéaire

des variables de contrôle, avec des coefficients dépendant du temps
et des variables d’état.

4 Le lagrangien L de l’équation (.) est convexe par rapport à Uad et
L(S, E, I, R, u) ≥ g(u), avec g est continue et |u|−1g(u) → +∞ as
|u|−1 → ∞

5.3 Caractérisation de contrôle optimale
Après avoir établi l’existence du contrôle optimal qui minimise la

fonctionnelle objective J, nous caractériserons ce contrôle optimal en ap-
pliquant le principe du maximum de Pontryagin à l’hamiltonien.

Soient X la solution du système, u ∈ Uad et λ = {λ1, λ2, λ3, λ4}. La
fonction Hamiltonienne est définie par :

H(X, u, λ, t) = L(S, E, I, R, u) + λ1
dS

dt
+ λ2

dE

dt
+ λ3

dI

dt
+ λ4

dR

dt

Si (X∗(t), u∗(t)) est la solution optimal du problème du contrôle op-
timal, alors il existe une fonction adjointe λ = {λ1, λ2, λ3, λ4} telle que :

dX

dt
= ∂H(X∗(t), u∗(t), λ(t), t)

∂λ

0 = ∂H(X∗(t), u∗(t), λ(t), t)
∂u

dλ(t)
dt

= −∂H(X∗(t), u∗(t), λ(t), t)
∂X

.

(5.2)

Étant donné un contrôle optimal u∗ ∈ Uad et la solution correspondante
X = (S∗, E∗, I∗, R∗) qui minimisent J(u) sur Uad. Alors, il existe des
variables adjointes λi, i = 1, 2, · · · , 4 satisfaisant
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dλ1(t)
dt

= λ1(t)[α(1 − u(t)I(t) + µ]

dλ2(t)
dt

= λ2(t)[β + µ]

dλ3(t)
dt

= −C + λ3(t)[γ + µ + η]

dλ4(t)
dt

= µλ4(t)

(5.3)

où les conditions de transversalité λi(tf ) = 0, i = 1, 2, 3, 4. De plus

u∗(t) = max{ min{ 1,
α (λ2(t) − λ1(t)) S∗(t)I∗(t)

ρ
}} . (5.4)

Preuve. Les équations adjointes (5.2) sont dérivées du principe du maxi-
mum de Pontryagin en prenant les dérivées partielles de l’hamiltonienne
par rapport aux variables d’état correspondantes. Donc,

dλ1

dt
= −∂H

∂S

dλ2

dt
= −∂H

∂E

dλ3

dt
= −∂H

∂I

dλ4

dt
= −∂H

∂R

avec conditions finales de transversalité λi(tf ) = 0, i = 1, 2, 3, 4. De plus,
pour obtenir la caractérisation du contrôle optimale donnée par (5.4),
nous résolvons l’équation aux dérivées partielles suivante :

∂H

∂u
= 0

On utilise les conditions d’optimalité, alors
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u∗ =



0 if ν∗ < 0,

ν∗ if 0 ≤ ν∗ ≤ 1,

1 if ν∗ > 1,

Avec

ν∗(t) = α (λ2(t) − λ1(t)) S∗(t)I∗(t)
ρ

5.4 Simulation
Cette section est consacrée à la réalisation des résultats de simulation

de la transmission du mildiou de la pomme de terre avec et sans contrôle.

La figure montre que le nombre des individus susceptibles avec contole
décroit ce qui montre le role du fongicide dans la protection des pommes
de terre saines du mildiou.
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La figure montre que le nombre des individus infectés avec contole
décroit ce qui montre le role du fongicide à minimiser le nombre des
infectés.

La figure montre que le nombre des individus rétablis avec contole
croit ce qui montre le role du fongicide à maximiser le nombre des rétablis.
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Chapitre 6

Conclusion

Ce mémoire est consacré à l’analyse d’un modèle mathématique de
propagation du mildiou de la pomme de terre, qui est formulé selon le
format SEIR. Théoriquement, il a été démontré que la dynamique de
ce modèle dépend du nombre de reproduction de base, ce qui permet
d’étudier la stabilité du système. En outre, une analyse du modèle ma-
thématique du mildiou de la pomme de terre avec contrôle optimal est
également réalisée.

Plus précisément, nous avons commencé par un chapitre préliminaire
contenant des notions et des définitions de point d’équilibre, du nombre
de reproduction de base ainsi que nous avons rappelé les résultats de
stabilité des équations différentielles ordinaires et le critère de Routh-
Hurwitz. Le deuxième chapitre a été dédié aux modèles à compartiments
usuels (SI, SIS, SIR, SIRS, SEI, SEIR). Le chapitre trois a été devisé en
trois sections principales, la première a été consacrée à une introduction
sur la maladie du mildiou de la pomme de terre, la deuxième section sur
les symptômes de cette maladie, la troisième section a été sur le cycle du
développement du mildiou de la pomme de terre et la quatrième section
a été réservée entièrement aux conséquences du mildiou sur la récole et
le traitement. L’analyse mathématique du modèle SEIR approprié pour
simuler le mildiou a été présentée dans le chapitre 4. Le dernier chapitre
a été consacrée au contrôle optimal de la dynamique de transmission du
mildiou ainsi qu’une simulation.
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