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INTRODUCTION

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel réel (resp. complexe) muni d'un produit
scalaire euclidien (resp. hermitien), qui permet de mesurer des longueurs et des angles et de
définir une orthogonalité. De plus, un espace de Hilbert est complet, ce qui permet d’y appliquer
des techniques d’analyse. Ces espaces doivent leur nom au mathématicien allemand David
Hilbert.

Le concept d’espace de Hilbert étend les méthodes de 'algebre linéaire en généralisant
les notions d’espace euclidien (comme le plan euclidien ou 'espace usuel de dimension 3) et
d’espace hermitien a des espaces de dimension quelconque (finie ou infinie).

Des espaces de Hilbert apparaissent fréquemment en mathématiques et en physique, es-
sentiellement en tant qu’espaces fonctionnels de dimension infinie. Les premiers espaces de
Hilbert ont été étudiés sous cet aspect pendant la premiere décennie du xxe siecle par David
Hilbert, Erhard Schmidt et Frigyes Riesz. Ils sont des outils indispensables dans les théories des
équations aux dérivées partielles, mécanique quantique, analyse de Fourier (ce qui inclut des
applications au traitement du signal et le transfert thermique) et la théorie ergodique qui forme
le fondement mathématique de la thermodynamique. John von Neumann forgea 1’expression
espace de Hilbert pour désigner le concept abstrait qui sous-tend nombre de ces applications.
Les succes des méthodes apportées par les espaces de Hilbert menerent a une époque tres pro-
lifique pour 'analyse fonctionnelle. En plus des espaces euclidiens classiques, les exemples les
plus courants d’espaces de Hilbert sont les espaces de fonctions de carré intégrable, les espaces
de Sobolev qui sont constitués de fonctions généralisées, et les espaces de Hardy de fonctions
holomorphes.

L’intuition géométrique intervient dans de nombreux aspects de la théorie des espaces de
Hilbert. Ces espaces possedent des théoremes analogues au théoreme de Pythagore et a la regle

du parallélogramme. En mathématiques appliquées, les projections orthogonales sur un sous-



espace (ce qui correspond a aplatir 1'espace de quelques dimensions) jouent un role important
dans des problemes d’optimisation entre autres aspects de la théorie. Un élément d’un espace
de Hilbert peut étre défini de maniere unique par ses coordonnées relativement a une base
de Hilbert, de facon analogue aux coordonnées cartésiennes dans une base orthonormale du
plan. Quand cet ensemble d’axes est dénombrable, ’espace de Hilbert peut étre vu comme un
ensemble de suites de carré sommable. Les opérateurs linéaires sur un espace de Hilbert sont
semblables a des objets concrets : dans les "bons” cas, ce sont simplement des transformations qui
étirent 'espace suivant différents coefficients dans des directions deux a deux perpendiculaires,

en un sens qui est précisé par 1’étude de leur spectre.



CHAPITRE 1

ESPACES DE HILBERT

1.1 Produit scalaire et Orthogonalité

Produit scalaire

Dans tout ce chapitre, E désigne un espace vectoriel sur K (K =R ou C).

Définition 1.1.1

Un produit scalaire sur E est une application < .,. >: ' x E — K qui est :

— Linéaire par rapport a la 1™ variable :
Vo, o',y e E YA€ Clx + A\’ y) = (z,y) + N2/, y)

— anti-linéaire par rapport a la 2™ variable :

Va,y,y € E VA e Clz,y+ \y) = (z,y) + A (z,y)

— hermitienne : Ve,ye E (y,x) = (z,y)
— définie positive : Vo € E\{0},(z,z) >0 et (z,2) =0ssix =0

Un espace muni d’'un produit scalaire est dit espace préhilbertien.

Notation 1.1.2

Si ¢ est un produit scolaire, on le note souvent par :

p(z,y) = (z,y) ou (z [ y) ou (z | y)

— Si E est un espece préhilbertien réel de dimensen finie, On dit que c’est un espace



euclidien.

— Si E est un espace préhilbertien complexe de dimension finie, On dit que c’est un espace

hermitien. ou & = (x1,...,2,) et y = (y1, ..., Yn).

Exemples.

1)

Sur C" l'application (x,y) — Z x;y; est un produit scalaire, appelé produit scalaire
k=1
canonique de C".

Soit K un compact de R™ sur C'(K,C), 'application (f,g) — [x f(x)g(z)dz est un

produit scalaire.

Soit £2(N) I'ensemble des suites x = (x,,), avec n dans N et x,, dans K, telles que
o0
> |25* < o0
i=1

Soient x = (z,,) et y = (y,) deux éléments de I'ensemble ¢?(N), I'inégalité
2 |zyi| < |zil® + |yi)* montre que la série > z;y; est absolument convergente et on en

déduit que

> i+ yi’2 =) (\%’2 + \3/1'\2 + 2Re (371?71))
i—1 i1

o
<2) (’$z|2 + |?Jz’2)

i=1
Ces inégalités montrent que x+y est dans £%(N), celui-ci est donc un sous espace vectoriel

de I’espace des suites & valeurs dans K. On pose, pour x et y dans ¢?( N),
<X7 y> = Z ngz
i=1

On vérifie que cela définit bien un produit scalaire sur £2(N)

Proposition (L’inégalité de Cauchy-schwartz)

Soit £ un espace préhilbertien complexe, alors

Ve,ye B | (z,y) < lzfl llyll

Preuve.

— L’inégalité est vraie si y =0



— On suppose que y # 0, on pose alors f(\) = ||z + \y[[> (VAC)

FO) =z + Myl = (@ + Ay, 2 + Ay)
= (z,7) + (2, \y) + Ay, z) + (\y, \y)

= [|lz[|* + (z, Ay} + (2, Ay) + A\ (y,y)

= [l + Xz, y) + Mz, y) + APy
FO) = [lz]? + 2Re (X, 9)) + | A [ly])”

Soit 6y € R tel que (z,y) =| (z,y) | €% et posons g(r) = f(re?®) (Vr € R).
On a donc (Vr € R) g(r) = ||z||* + 2Re(re(x,y)) + r?||y||?

g(r) = [[2]* + 2Re(re™™ (z, y) >) + r*|ly||*
= lll* + 2Re(re™™ | (z,y) | ™) + r*|ly]®

=rlyll* + 2| {x,y) [+ ||z||* VreR

La fonction g est un polynome de degré 2 en r qui reste positif (Vr € R) son discriminant

A = 4(z,y)|* — 42|z [lyl|* est négatif donc (Va,y € E) [(z,y)| < [l=|*[lyl*

Remarque

L’égalité est réalisée ssi x et y pas liés.

Supposons d’abord que z et y sont liés.
Comme 1'égalité est symétrique en x et y, on peut supposer qu’il existe A € K tel que = = Ay,
alors on a [z = (z,y) = A < g,y >= Nlyl* et [(z.9) = My = A llyl* =
AP Nl llyl? = [zl )2
d’ou [{z, y) = |l=[l][yl
Réciproquement, Supposons que 'on a |(z,y)| = ||z|||y|-
Siy =0 alors z et y sont liés.

Supposons donc y # 0, alors on a ||y|| # 0.



2
On calcule Hx - ‘ﬁ ﬁ@ yll
2
x, T, x,
Hx_< 92>y :<x_< y2>y,x_< ?2/>>
Iyl Iyl Iy

(z,y) 2, y)
= Jl2]” - < AN A
PE TE
+ <<x7y>y (x,y>y>
Tl Tl
[P (1) [
= ll2ll® = r (@ y) = S ) + | iy
yl2 lylI? llyl|?
_ o = 2zl e )l
TR
P )l el 287 [
vl Tk
par conséquent, on a r = %y

donc x et y ne sont pas linéairement indépendants

Proposition

Soit (E,(.,.)), un K espace préhilbertien, muni de la norme associée au produit scalaire,

alors (z,y) — (z,y) est une application continue de £ x E dans K.

Preuve.

Soit (xo,y0) € E. Pour tout (z,y) € E x E, on a

(z,y) = (xo + (x — 20) , %0 + (¥ — Y0))

= (@0, Yo) + (0, ¥ — Yo) + (x — 20, Yo) + (T — 20,y — Yo)

ie |(z,y) — (zo,v0)| = [{Zo, ¥ — o) + (x — w0, y0) + (x — 20,y — Yo
([{zo | v — vo)| + [{x — o, yo)| + [{x — 20,y — v0)]

et d’apres l'inégalite de Cauchy-schwartz on a

(=, y) = (zo, yo)| < Nlzoll Iy = woll + llz = woll lvoll + llz = ol 1y — woll

Les termes ||z — x¢| et ||y — yo|| tendent vers zéro.

Par conséquent I'application (z,y) — (z,y) est continue en (xq, yo)



Proposition

Si (.,.) est un produit scalaire sur E, on peut définir une norme sur E, dite norme

hilbertienne ou hermitienne associée, en posant ||z| = /(z, x)
Preuve. L’application ||z| = \/(x,x) est bien une norme car :
o Vx € E, si|z|| =0 alors x = Og car (--- ,.) est définie positive.

o VAEC,Vx € B, |Ax] = \/(Ax, Az) = \/IAR(z, 2) = |A]||z]
e Il reste a établir I'inégalité triangulaire pour x,y € E. Comme Re|(z,y)| < |(z,y)]

I'inégalite de Cauchy - schwartz donne

lz +yllI* = (z +y. 2 +y) = |2]* + 2Re((z, 1)) + [ly]|*
< ll2l* + 2l /iyl + llyl*

2
< (Il + llyl)

Définition 1.1.3

Un espace de Hilbert est un espace prehilbertien sur K qui est complet pour la distance
définie par d(z,y) = ||z — y||.
Un espace de Hilbert est donc encore un espace de Banach, dont la norme provient d’un

produit scalaire.

Exemples :
1) L’espace ¢?(N) muni du produit scalaire usuel est un espace de Hilbert.
On a vu a exemple précédent que ¢*(N), muni du produit scalaire est un espace préhilbertien,
il reste & montrer que £2(N) est complet pour la distance associée au produit scalaire usuel.

Soit donc (x™) une suite de Cauchy dans ¢%(N), avec

x" = (a},25,...)
Soit € > 0, IN € NVp,q > r ||2P — 29| < /e
o0
la? =2t = 3 [ah, — 2t <
n=0

Pour tout entier m, on aura a fortiori

S fak -2l <e

n<m

comme il s’agit ici d’'une somme finie, on peut faire tendre ¢ vers I'infini et on obtient 'inégalité



> ek — z,|” < €. Cela étant pour tout entier m, on en déduit que

n<m

%)
> lah —a|* <e
n=1

Soit n € N fixé on a |27 — 2,9 < i l2? — 20 < e
Ce qui implique Vn € N,dN € N tel quekg;a, q>Nona |zt — 2l < /e
d’'ott () cy est une suite de Cauchy dans R.
Puisque R est complet alors elle converge vers un point z € R

On pose = = (Zx),en, VM € Net g,p > N, on a
l X 2
Do lek =gt < D lal -l <
k=0 k=0

En passant a la limite lorsque ¢ — +o00, on obtient

M 2 M 2 M 2
S lew ol =3 i lef o = hm 3 el - o <

et finalement en faisant tendre M vers +o0o on obtient
—+o00
Vp > N Z|xk—x£|2<5
k=0

i-e |lo—aP|,<e dou x—afel*(R)

Comme ¢ > 0 est arbitraire, on aura lim z" =z
n—-+00

En conclusion, on a

a::xN—|—<x—a:N) € (*(R)

lim 2" ==z
n—-+oo

2) Soit C[—1, 1] l'espace vectoriel des fonctions continues sur [—1, 1] & valeurs complexes. L’ap-

plication qui a une fonction f dans C[—1,1] associe

[f]loe = sup [f(2)]

|z|<1

est une norme, dite norme de la convergence uniforme, et I'espace C[—1, 1] muni de cette norme
est complet.

Considérons maintenant I’application qui, & deux fonctions f et g continues sur [—1, 1],

10



associe

1 _
(og) = [ FWgDan
—1
C’est un produit scalaire sur C[—1, 1] et application
1 , 3
Folflo= ([ 1r@Fa)

est une norme sur C'[—1, 1], dite norme de la convergence en moyenne quadratique. Mais I’espace
vectoriel (C[—1,1], | - ||2) n’est pas complet :

En effet, considérons la suite des fonctions continues f,, définie sur I'intervalle [—1, 1] par

0, si —1<z<—1/n;
fo(x) = S ne + 1, si —1/n<z<0 , nz=1
1, sio<zx<1.

Pour n et m dans N*, avec m < n,

3
S|

—sixe[—i,O
m
—si—%éxé

alors fo,(x) =mx +1et f,(z) =0

3=

fm(x) = fulz) =mz +1
— siz € {—%,0}
alors f,(r) =mx+1et f(x) =nzr+1

fm(2) = folz) = (m —n)z >0

— Siz e [—1, } U [0, 1] alors f,, — f, est nulle.

_1
m
et on a

[ 15a@) = )= [ 1) = )P e < 2

1
la suite (f,,) est donc une suite de Cauchy pour la norme || ||o. Nous allons voir qu’elle ne peut

pas converger vers une fonction continue. En effet, supposons que f soit la fonction continue

11



sur [—1, 1], vers laquelle converge la suite (f,,); la quantité || f — f.||> est égale &
[ q g plag ; est ég

/ |2—|—/1]na:—|—1— ]da:+/|1— z)|2dx

Sur l'intervalle [—1/n,0], la fonction nz 4+ 1 est bornée et donc, lorsque n tend vers infini,

I'intégrale du milieu tend vers 0 . Finalement, il reste

/ |dx+/|1— x)]2dr = 0

c’est-a-dire que la limite f est forcément donnée par

0 st —1<x<0
f(x) =

1 si0<zx<1

Ceci est en contradiction avec I’hypothese de continuité de f. Donc aucune fonction continue

ne peut étre la limite de (f,,).

Proposition (L’égalité du parallélogramme)

Iz + gl + |z — l* = 2 (/> + [ly]?)

Preuve.

le+yllP+llz—ylP=(+y,z+y)+{z—y,z—y)
= (z,2) +(,9) + (Y, 2) + (¥, y) + (v,7) — (2,9) — (¥, 2) + (y,9)
=2 (|l + Ily)

Proposition (Inégalité de polarisation)

Vo,y € B (z,y) = ; (lz+ylI* = o — yl* +illz + iyl® — illz — iyl*)

Preuve.

Il suffit de remarquer que, par définition de la norme, on a

Iz +ylI* = [|2]* + 2Re(z, y) + |yl
lz = ylI* = ll=l* — 2Re(z, y) + Ily]I*
lz +ayl* = ll=]|* + 2Im{z, y) + |lyll*
lz = ayl* = ll=]* — 2Im{z, y) + |lyll*

12



On constate que ||z + y[|* — [lz — y||> = 4Re(z, y)
et |z +iyl* — [l —ay||* = 4Im(z, y)

(z,y) = Re(z,y) + iIm(z,y)
1 1 , :
= (le+yl? = lle = ll?) +i7 (o +iyl* ~ 1z — iy)?)
Orthogonalité

Soit £/ un espace préhilbertien sur K.

On dit que deux vecteurs z et y de E sont orthogonaux si (x,y) = 0 on note alors x L y

Théoreme de Pythagore

Soit E un espace préhilbertien.

Supposons que z L y, alors on a ||z + y||* = ||z]]* + ||y||*

Preuve.

Ona |z +y|* = [|zl|* + 2Re(x,y) + |y|* Or (z,y) = 0 donc |z +y|* = |z |2+ | y|’

Pour tout z € E, on définit Porthogonal de = par la formule x* = {y € £/ (x,y) = 0}
Plus généralement, pour tout sous-ensemble A non vide de F, on définit I'orthogonal de
A par AL %' {y e E/Nz € A (x,y) =0} - On dit que deux parties non vides A et B
de E sont orthogonales si pour tout = € A et pour tout y € B, on a (x,y) = 0. Dans ce
cas on note A 1 B.

Théoreme de Pythagore

Soit (E,(.,.)) un espace préhilbertien.

Si (%;)1<i<n est une famille finie d’éléments deux a deux orthogonaux dans E, alors on a

n 2

D

=1

n

2

=>_ [l
i=1

Preuve. On a

n

>,

=1




Soit E un espace de Hilbert.
1) L’orthogonal d’'un sous ensemble F' de E est un sous espace fermé de E et on a
a) FNF+={0}

b) Si deux sous ensembles F' et G de E vérifient F' C G, alors leurs orthogonaux

vérifient G- C F+

c) Fr=(F)*
d) FC (FL)L
Preuve.

1) x) e 0p € FtcarVz € F' (,0p) =0
ee Soient a € F, x,y € Ftet A € K.
On a (x+ \y,a) = (z,a) + \(y,a) = 0 donc z + \y € F* par conséquent F* est un sous
espace vectoriel de E.
x) Montrons que F* est fermé dans E.
Soit (z,,) une suite convergente dans F'* et soit z sa limite.

Pour tout y dans F, on a

(@, )| = [{& — 2, y)| < [l —zall [yl

Le membre de droite de cette inégalité tend vers zéro quand n tend vers I'infini et donc
(z,y) = 0. Ceci étant pour tout y € F, on en déduit que z appartient & F+ et donc F'+
est fermé.

a) Soit z € F'N F¥ donc (z,z) = 0 donc z = 0 donc FF N F+ C {0} et si z = 0 donc
r € FNF*+donc FNF+={0}

x) puisque F' C F* on a l'inclusion FrcFt

Soit alors z un élément de F* et y un élément de F, il existe une suite (y,) d’éléments
de F telle que nl_l>r_~l_loo ly — ya|| = 0.

On a alors [(z,y)| = [(z,y — yn)| + [z, yu)| < [[2]] ly — il

le membre de droit tend vers zéro quand n tend vers l'infini et il en résulte que (x,y) = 0.
Ainsi F+ C (F)*

x) Six € F alors (x,y) =0 Vye& F+ doncz € (FL>l.

14



Proposition

Si F' et G sont deux sous-espaces fermés d’un espace de Hilbert E et s’ils sont orthogonaux,
F 1 G, alors I'ensemble F' + G des éléments de la forme x + y, avec v € F et y € G, est

un sous-espace fermé de F.

Démonstration. Il est clair que F'+ G est un sous-espace vectoriel de E. Soit (z,) une suite de

Cauchy dans F' + G, pour tout n il existe x,, € F' et y, € G tels que 2z, = x, + y,, et on a

2 2
120 = 2™ = (20 = Zm) + (Y0 = Y|

= ((Tn = 2m) + Wn = Ym) , (Tn — Tm) + (Yn — Ym))

Puisque z,, —x,, € Fety, —yn € G et F 1L G

donc
l2n = 2all* = 12 = 2oall” + 19 = Youl|®
|2 = Zmll” < [l20 = 2"
1y = Ymll* < M2 = 20m|”
donc (z,,) et (y,) sont des suites de Cauchy dans F' et G respectivement. Comme F' et G sont

fermés, (z,) converge vers un élément = de F et (y,) converge vers un élément y de G et par

suite T}Lngo z, = x + y appartient bien a F' + G. [

Projection sur un convexe fermé dans un espace de Hilbert et applications.

Introduction

Le théoreme de projection sur un convexe fermé est un outil fondamental de la théorie
des espaces de Hilbert. Grace a ce théoreme nous déduirons la structure du dual d'un espace
de Hilbert et nous serons en mesure de construire I’adjoint d’une application linéaire continue

entre deux espaces de Hilbert.

Théoreme

Soient H un espace de Hilbert et C' une partie convexe fermée non vide de H. Pour tout
x € H, il existe un et un seul point y € C' tel que d(z,C) = ing |z — z|| = ||z — yl| et on
zE€

appelle y = po(z) le projecté orthogonal de x sur C. Il est caractérisé par :

y=pc(z) <= Vze C,Re((y —z,y — 2)) <0

Démonstration.

15



Objectif 1. Existence du projeté orthogonal.
On pose d = d(z,C) = 1g£ |z — z||. Puisque d? = 123 |z — 2||?, par définition de la borne
inférieure, on a :

1
Vn e N*, 3y, € C, ||z — yn||* < d* + -

Montrerons que (y,),cy est de Cauchy. Par I'identité du parallélogramme

|z = 2|1* = 2|21+ 2||1Z]|* = ||z + #||” appliquée & z =1y, —z et 2’ =y, —z on a :

2 2 2 2
1yn = vpll™ = 2 lyn = 21" + 2{lyp — 2]” = llyn + yp — 22|

2 2 Yp + Un 2
= 2y — ol + 2y, — - 4| 27 -
2 2
< (2d2 + ) + <2d2 + ) — 4d?
n p
2 2
< —4-
n - p
1
car C' étant convexe, W c C et WT?’" —xH > d. Ainsi comme lim — = 0 et
n—-+oo n,
lim —=0ona:
pr—>+oop

1 1
Ve >0,dN e N,Vn,p > N,—+ —<¢
nop

et on en déduit que (yy),cn- est de Cauchy. Puisque H est complet, (y,), o\ converge

et on note sa limite y € C car C est fermé. Par continuité de la norme on a alors :
. N2 s 12 i

Jm lyn — 2" = [ly — f]” puis :

1
ly —z|* < lim d* + — = d°
n— oo n

Donc ||y — z|| < d et par définition de d, ||y — z|| > d soit ||y — z| = d = d(z, C).
Objectif 2. Unicité du projeté orthogonal.
Supposons par absurde qu'il existe y # ' tels que d = ||z — y|| = ||z — ¢/||. Comme C

est convexe %yl € C et par l'identité du parallélogramme on a :

1 2

—SEH2 = H;(y—fﬂ) +5 Y —2)

y+y
2

1 1 , 1 )
=2><1||y—56\|2+2><1|!y’—x|\ — 5 lly =
1 2 1 2
=5 (ly =l + 1y = =I*) = Iy =¥/l
1 9
:d2—* o
4Hy ||

< d?

16



Absurde, par définition de d.

Objectif 3. CNS pour étre le projeté orthogonal de = sur C.
Supposons dans un premier temps que y est le projeté orthogonal de x sur C et soit
z € C. Par convexité de C,(1 — Ny + Az € C pour A € [0,1] (le segment [y, 2] est

contenu dans C' ). Par définition du projeté orthogonal on a :
lz = ((1=Ny+2r) 2=z =y + A - 2) [*> & =]z — wII?
En développant, il vient : ||z — y||* + 2ARe({x —y,y — 2)) + A?||y — 2||* > ||= — y||* soit :
2ARe(<x —y,y —2>)+ X2|ly — 2> >0

et pour A # 0,2Re({(x — y,y — 2)) + Ally — 2[|* > 0. En faisant tendre X vers 0 dans

I’expression ci-dessus, on a bien :
Re((z —y,y —2)) 2 0 <= Re({y —z,y — 2)) < 0.

Inversement, supposons la condition ci-dessus satisfaite et montrons que y est alors le
projeté orthogonal de x sur C'. Il suffit de montrer que la condition ci-dessus implique
que pour tout z € C,on a: ||z —z| > ||y — z||. Or,

Iz —x|* = Iz =y) = (= =yl

=lly =zl + 2 —yl* 2Re(<y —z,y — 2 >) > [ly — z|*

>0

D’ou le résultat.

Corollaire

Soit C' un sev fermé de H (en particulier C' est naturellement convexe). Alors,

H = C @ C* et pc est une application linéaire continue.

Démonstration. Si z € C' N C*, on a en particulier (z,2) = ||z||> = 0 et z = 0.
Démontrons désormais que H = C + C*. Pour ce faire, considérons un point v € H
et notons y le projeté orthogonal de = sur C'. Notre objectif est de montrer que x se

décompose sous la forme :

r=(r—y)+yonz—yecC

17



Considérons z € C' et montrons donc que (z — vy, z) = 0. Pour u € K, comme C' est un

espace vectoriel, y + uz € C et d’apres ce qui précede on a :

Re({y — 2,y — (y + uz))) = Re((y — x, —uz)) = Re((z — y,uz)) <0
Prenant u =< x —y,z2 >€ K. On a :

Re({z — y,uz)) = Re(u <  — y,2)) = Re(uu) = ||ul|* < 0= u=0.

Ce qui montre bien que z — y € C* et donne la décomposition annoncée.
Objectif 4. montrer que p¢ est lindaire continue. Puisque H = C @ C* I'application définie
par :

Vo=m,+1,€ H=C@CH P(x) =P (2, + 1) = 2

est la projection orthogonale sur C' parallelement a C*, qui est clairement linéaire.
D’apres la premiere partie du corollaire P = Pg et quant a la continuité, on a pour

reCetyecCh:

2
lz+yl1* = [l2l* + llyll* = l|l=[* = llpc(z + y)ll

Il en résulte que pour tout z € H, on a ||pc(2)|| < ||z]| et donc pe est continue avec
lpc|] < 1. En application, voici I'important théoreme de caractérisation du dual d'un

espace hilbertien :

Théoréme (Représentation de Riesz-Fréchet)

Soit f une forme linéaire continue sur H. Alors, il existe un unique vecteur a € H tel que

f(z) =< x,a > pour tout = € H.

Démonstration. Eliminons pour commencer le cas ou f = 0, dans ce cas a = 0 convient. Sinon
f # 0 implique que Ker(f) # H et que Ker(f) est un sev fermé car f est continue. D’apres le
théoreme précédent, on a alors la décomposition H = Ker(f) @ Ker(f)*. Comme Ker(f) # H,

on a Ker(f)* # {0}. Considérons alors un élément h non nul dans Ker(f)*. Pour z € H,

on a naturellement x — %h € Ker(f) =< o — %h, h >= 0. En développant ’expression
ci-dessus, on a donc :
f(x) f@) e f(h)
<z, h>=< "——Lh,h>=——=|h||* = f(z) =< =, h >
f(h) f(h) [[72]]?
Le vecteur a = mh convient donc. Montrons pour finir qu’il est unique. Pour ce faire, suppo-
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sons qu'il existe @’ € H tel que pour tout x € H, f(x) =< x,a’ >. On a alors :
Vee H<x,d ><z,a>=Vrec H <z, —a>=0

Ainsi a — a’ € H+ = {0}, ce qui nous donne I'unicité.

Remarque

Si H est hilbertien complexe, 'application x ——< a,x > n’est pas linéaire, mais semi-

linéaire d’ou 'importance de placer ’élément a a droite dans I’écriture < x,a >.

1.2 Systemes orthonormés et base hilbertienne

Systemes orthonormés

Définition

Un systeme {z;},.; de vecteurs d'un espace vectoriel H sur K est un systeme libre si pour
toute partie finie J C I la combinaison linéaire finie »  A;z; = 0 si et seulement si A; = 0
pour tout j € J. <

En d’autres termes, le vecteur nul 0 a une écriture unique dans

vect {{ml}zel} = {Z Ajx; | pour toute partie finie J C [ et \; € K} :

jed

Définition
Un systeme {z;},.; de vecteurs d'un espace préhilbertien H sur K est un systéme ortho-
gonal si, (x;,x;) = 0 pour tout ¢, € I tels que i # j; en d’autres termes, le systeme est

constitué de vecteurs de H orthogonaux deux a deux.

Définition

Un systeme orthogonal {z;},., de vecteurs d'un préhilbertien H est un systeme ortho-

normé si ||z;|| = 1 pour tout i € I.

Remarque

Dans le cas particulier ou I = N ( ou dénombrable ), un systéeme orthonormé (respecti-

vement orthogonal) {z,}, .\ est appelé parfois suite orthonormée (resp. orthogonale).

Exemple
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Dans R"™ (ou C" ) muni du produit scalaire standard le systeme {ey,--- ,e,}, donnépar

er=(1,0--,0),e2 = (0,1,0---,0),...,ex = (0,--+,0,1,0,-++,0),...,en = (0,...,1)
——
k—1

est une suite orthonormeée.

Exemple

L’espace de Hilbert L?*[—m, 7| mumi du produit scalaire {(x,y) = [_x(t)y(t)dt, le systeme {e, },
pour n € Z, ou la fonction e, : [—m, 7] — C est définie par

1 .
en(t) = e™ pour tout t € [—m, 7).

V21

Alors pour tout n,m € Z, on a

1 sin=m

1 7
(ensem) = 5= [ e mtat =
T 0 sin#m

Sim =m alors (e,,e,) =1

Sim #m

2 1 /. .
— = (in—m)r _ _—i(n—m)m
~ (n—m) 0 <€ ‘ )
2 :
= m Sln((n — m)ﬂ') =0

Ainsi {e, },., est une suite orthonormée, appelée suite trigonométrique.

Proposition(IDENTITE DE PYTHAGORE ET INEGALITE DE BESSEL)

Soit H un espace préhilbertien.

Soit {ey}, ey Une suite orthonormée de H, on a alors :

N 2

T — Z (x,ex) ek

k=0

Vee H N ,
(a) 2] = > K=, )" +
VN e N h=0
(b) l'inégalité de Bessel

Z ‘<$7€n>’2 < HxH2, Ve e H

n>0
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Démonstration :
N

a) On écrit 7 = r,ep)ep et r, = x — x,ep) e, Alors, ry L x, et comme x =
l
k=0 k=0

2
x| + x, on aura d’aprés l'identité de Pythagore ||z* = Hx”H + |z
(b) D’apres (a), pour tout N entier > 1 et en minorant simplement ||z, ||* par 0 on aura
> |z, en>|2 < ||z||?, et par passage a la limite quand N — 400 on obtient I'inégalité de
Bessel.

T=x)+xL
N N

Z) :Z<$,€k>€k 9&:%—2@,%) €k
k=0 k=0
lz.|* >0

2

Z (x,ex) e

ol > || =

Montrons que ||z||* > Y [< z,e, > |* Vo € H

n>0
m m
x”al‘L <Z Z, 6n €n, T — Z <x7€k> 6k>
n=1 k=1
m m m
:<Z xenen,>—<z :Beken,z:vek >
n=1 k=1

((z,en) en, (T, ) €)

I
NE
NE
Ms‘i

((x,en) en, ) —

1

S
Il
—
B
Il
—

n

I
NE
NE
NE

(x,en) (en, ) —

(x,e,) <<x, ex) (en1€k)

Il
—_

1k

Il
—

n n

<x||,xL>:O:><xL,x”> <:EH,xL>—0:||x||2 (x,x) = <$||+xl,xu+$L>
||£E||2:<$||,£E||>—|—<£E||,ZEJ_>—|—<LL‘J_,ZL‘||>—|—<ZL‘J_,ZL‘J_> H[EH :<ZUH,QTH>+<Q?J_,$J_> <$J_,[L’J_>>
0= Jlaf* = (), )

m

|zl > (wy,2) = <Z (z,€n) en, i (z, ex) 6kz>

n=1

i ((x,€n) €n, (X, €x) €x) = i i (x,en) (x,ex) (en, ex)

1 =

||M3

) m
(en, €) = = 1223 (xew) (xen) = 3 [(x )l
0; sin#k "

m 2 m oo

|z > z_: e’ Ym>1=|z|* > nlgnwz_:l (z, e,)|? z_: T, eyl

|
Si on se donne dans un espace préhilbertien H et une suite orthonormée {e,}, .\, alors
pour tout = € H, la série de terme général ((z,e,) e,) est absolument convergente, et si H est

en plus complet, la série est convergente.

21



Soit H un espace de Hilbert et {e,}, . une suite orthonormée.

Soit (an)neN une suite de scalaire. La série Z ane, converge dans H si et seulement si

neN
(o) pen € C(N).

Démonstration :
Alors que H est complet la série converge si et seulement si elle vérifie le critere de Cauchy.

Pour tout m,p € N, p > m, l'identité de Pythagore nous donne :

p m 2 P 2 P )
Z €y — Z anenll = Z n€n Z ||
n=0 n=0 n=m+1 n=m-+1

. . s . . . ;. , \ oy 2
ainsi la série Z anen est convergente si et seulement si la série réelles a termes positifs Z | |

neN neN
vérifie le critere de Cauchy, donc converge car R est complet.

Remarque

Dans le cas particulier ou la suite (o), oy est la suite ((z,e,)) I'inégalité de Bessel

neN?
nous assure de I'appartenance de cette suite a £2(N).

Ainsi, on définit une application ® : H — ¢*(N), par ®(z) = ((z,e,)),cn- Cette applica-

tion est linéaire, car le produit scalaire est linéaire par rapport a x et I'inégalité de Bessel

assure la continuité de cette application :

1e@)llz = 3 [{z, en)|” < lll|®.

neN

Finalement, la proposition précédente entraine sa surjectivité, en effet, pour toute suite

(o) ,en € P2(N), le vecteur Y ane, € H et vérifie @ <Z anen> = (@) pen-

neN neN

Sommes et bases hilbertiennes

Soit H un espace de Hilbert et {E,},  une suite de sous-espaces vectoriels fermés de

H. On dit que H est la somme hilbertienne des FE,,, si :
1. E,, L E, pour tous entiers m,n tels que m # n.

2. 2) l'espace engendré par les F, est dense dans H. On note dans ce cas, H = @nk,.
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Théoreme

Soit H un espace de Hilbert et {E),}, . une suite de sous-espaces vectoriels fermés telle

que H = @ E,. Soit Pg, la projection orthogonale sur F,,. Alors pour tout x € H on a :
1. =) Pg, ()
7
2. ||=ll* = > | Pe. (2]

Démonstration :
Pour k£ € N, on pose Sy = Z Pg . Sk est alors un opérateur linéaire continu sur H. Comme le

n=0
systeme {Pg, ()}, est orthogonal,on a

I1Sk(@)|I” = ; 1Pg, ()]

or pour tout n € N, on a (z, Pg, (z)) = || Pg,(x)||°, il s’ensuit que pour tout k¥ € N on a
(z,Sk(z)) = ||Sk(z)|]>, dott par Cauchy-Sewarz, ||Sp(z)|| < |z|| ie. |[Sk|| < 1. Soit E =
Vect {E, | n € N}. Par hypothese, pour tout € > 0, il existe y € E tel que ||z —y|| < e

N

Mais y € FE, entraine l'existence de N € N et y,, € E,, tels que y = Z Yn. Comme les FE,
n=0
sont deux a deux orthogonaux, on a pour k > m, Sg(y) = y. On a alors pour k > m :

[ = Se()| < llz =yl + lly = Se@)ll + [1Sk(y) = Se(2)| << llz =yl + 0+ [lz -yl < 2¢

ainsi limy_, 100 Sk(x) = x ce qui démontre 1).
Pour 2), en utilise la continuité du produit scalaire :
d 2
2 . . o .
ol = Jim_(r.S,(o) = lm S P, ()]

Soit H un espace de Hilbert. Une suite orthonormée {e, }, . est une base hilbertienne

(x,e,) =0
si elle est totale i.e. =z =0.

Vn e N
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Remarque

Une suite orthonormée est une base hilbertienne si et seulement si 'application ® de la

remarque 4.5.12 est injective.

Théoreme

Soit H un espace de Hilbert et {e,}, .\ est une suite orthonormée. Les conditions suivantes

sont équivalentes :
(i) {en},en st une base hilbertienne

(i) Vo € Hox = Y _ (z,€,) €p.

neN

(iii) Vo € H, ||z]|> = Y _ [{z,en)|". (1’ identité de Parseval)

neN

Démonstration :
Pour k € N, on pose S, = ¥ _, Py - S est alors un opérateur linéaire continu sur /. Comme

le systeme { Pg, (%)}, <, est orthogonal, on a

| Sk(x Z | P, (z

or pour tout n € N, on a

r=x— Pg (x)+ Pg,(x) z— Pg,(z) € E, et Pg, (x) € E,
(z, Ppg,(v)) = (x = Pg,(r), Py, (2)) + (Pg,(r), Pz, (z))
= ||Pg, ()|

il s’ensuit que pour tout k € N on a (z, S(z)) = ||Sk(z)||?, car

o500 = (5.3 7 )

= (x, Pg,(z)) + ... (z, Pg, (7))

= Z:O\\PEn(x) t=

(d’apres Pythagore)

donc par Cauchy-Schwarz, ||Sk(z)|| < ||z||. Soit E = Vect {E,, | n € N}. Par hypothese, pour
tout € > 0, il existe y € F tel que ||z — y|| < e. Mais y € E, entraine l'existence de N € N

et y, € E, tels que y = Zﬁfzo Yn. Comme les F, sont deux a deux orthogonaux, on a pour
k> m,Sk(y) =y. On a



Sik>N:

= ;}PEn(y)

k N
=ZPEn(Z + Z PEnZ
n=0 n= N+1 =
k

=>. >+ > PEn(’i)ZPEn(yi)

n=0 =0 n=N+1 =0

N
ZPEn )+0

n=0
car sin # i alors y; € E; L E, donc Pg, (y;) =0et Vi € {1,...,N} y; € E; et Pg, (y;) = 0,
Vn>N+1FE, LE;
D’ou
Sy(y) =y, Vk>N

Soit {#;},c; un systeme orthonormé d’un préhilbertien H. Alors

(a) Pour tout sous-ensemble fini J C I on a

2
= Z ||='Uz'||2;

ieJ

S,

ieJ

(b) Tout systeme orthonormé {z;}, ., est un syteme linéairement indépendant de H,

i.e. pour tout J C I sous-ensemble fini, {;}, ; sont linéairement indépendants.

Une conséquence de cette proposition est, comme une suite orthogonale (ou orthonormée)
est un systeme linéairement indépendant, alors si H contient un systeme orthogonal infini,
H est de dimension infinie. La réciproque est donnée par le procédé d’orthonormalisation de

Gram-Schmidt.

Base Hilbertienne

Soit. H un espace préhilbertien. Une base hilbertienne de H est un systéme orthonormé

{ei},c; total c-a-d que H = vect {e;},;.
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Remarque

— Si H est un espace de hilbert alors un systeme orthonormé {e;}, ., est une base

(x,e;) =0
Hilbertienne si et seulement si =z =0.

pour tout ¢ € [

1

ey = vect{e;}, .t =

— En effet, si (x,e;) = 0, pour tout i € I, alors x € vect {e;} ser

H' = {0}

Proposition

| r

Soit H un espace préhilbertien et soit {f;},.; un systeme orthogonal dans H. Alors S =
> [ existe si et seulement si » 1 £il> < oo. On suppose que > | fill* < oo, alors

a€l i€l i€l
2
LISI*=>_ £l
i€l
2. Pour tout z € H, on a (z,5) =Y _(z, f3).
i€l

Corollaire

Soit H un espace préhilbertien et soit {e;},., un systeme orthonormé dans H. On pose

F = vect {e;},.; Alors pour tout z,y € H on a :

1. Prz =) (z,€)e

el
2. ||Prall® = 3" [{m, e
i€l
3. <PFx7y> = Z <x7€i> <6i7y>
iel

Démonstration : D’aprés l'inégalité de Bessel, pour tout = € H,>»_ |(z, e)]? < |lz|? et
i€l

d’apres la proposition précédente Px := Z (x,e;) e; existe dans H, et pour tout y € H on a
icl
<P$, y> = <Z <‘T7 ei> €i, y> = Z <Jf7 €i> <ei7 y> .
iel iel
En particulier si y = e;, alors (Pz,e;) = (x,y), i.e. (v — Px,e;) = 0, comme j € [ est

quelconque, on a pour tout y € vect{e;},.;,(x — Px,y) = 0 et par continuité du produit

scalaire, (x — Px,y) = 0 pour tout y € F', d’apres le théoréeme de la projection on a P = Pp.



Maintenant, P2 = Pr et Pp auto-adjoint entrainent :

|Pra||* = (Pra, Ppz)
= <wa,a¢> = (Prz,x)
= Z <I’ 61') <6i7'r> = Z <l‘, €i> <$, 6z’>

i€l i€l

= lz,e)f’

i€l

Théoreme

Soit H un espace de Hilbert et {e;},., un systeme orthonormé. Les conditions suivantes

sont équivalentes :
1. {ei},c; est une base hilbertienne.

2. Pour tout v € Hyz => (z,¢;) ¢
i€l
3. Pour tout z,y € H,

(z,y) = Z (z,e:) (ei,y) = Z (z,e:) (Y, €;)

el i€l

4. Pour tout z € H, ||z||? =) [(z, e;)|> (Videntité de Parseval)
i€l

Démonstration :
—(1) = (2), D’apres le corollaire 4.6.4, appliqué a F' = H et donc Py est égale a 'identité, on
aura pour tout © € H : x = Pyx = > 7 (x,€;) €;
—(2) = (3), conséquence de la proposition précédente —(3) = (4), Il suffit de prendre y = x
—(4) = (1), Si @ € vect {e;},o; L, d’apres 4),[|z]| = 0, i.e. 2 = 0, ceci entraine que
vect {e;},.; = {0} et donc vect {e;},., = {0} = H.
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CHAPITRE 2

OPERATEURS BORNES SUR LES ESPACES DE HILBERT

2.1 Adjoint d’une application linéaire continue entre espaces de

Hilbert

On commence avec la notion d’adjoint; plusieurs des classes particulieres d’opérateurs

bornés seront définies a ’aide de cette notion.

Proposition 2.1.1.

Soient F et F des espaces de Hilbert et T' € L(FE, F'). Alors il existe un unique 7% €
L(F, E) tel que, pour tout x € F et tout y € F, on ait :

<T(l‘), y> = <l‘, T*<y)>

On a de plus || 7| = ||T|

Preuve :
Etape 1 : Pour tout y € F, considérons I’application ¢y v —><T(z),y >. Montrons que ¢,

est linéaire continue et qu’il existe un unique z € E tel que :

Vi € B, ¢y(x) = (T(x),y) = (z,2)

D’abord ¢, est clairement linéaire par linéarité de T' et linéarité a gauche de <, >. Puis ¢, est
continue par continuité de T et I'inégalité de Cauchy-Schwartz.

En effet, on a :

|0y(@)] = | < T(@),y > | < T@)| < Nyl < (1T < flzll < vl
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et donc en posant C' = ||T'|| X ||y||, on a |¢,(x)| < C||z|| = ¢, est continue. D’apres le théoreme

de représentation de Riesz-Fréchet, il existe alors un unique vecteur noté T*(y) tel que :

Vo € E, ¢y (x) = (T(x),y) = (x, T*(y))

Par l'unicité de T*(y) pour un y donné, on définit une application 7% : F' — F.

Etape 2 : montrons que T est linéaire. Soient y;,y2 € F et A\;, Ao € K=R ou C.

Pour tout x € £, on a :

(z, T (My1 + Aay2)) = (T(2), AMyr + Aaya)

)\1 <T(‘T)7 y1> + )\72<T<LU), y2>
A

(2, T (1)) 4 Ao, T (y2))
= (o, T (y1) + AT (12))

D’ou pour tout x € E, < z,T* (My1 + Aay2)) — (&, M T* (y1) + XoT™ (y2)) = 0 et finalement :
<z, T" (Miyr + Aoyz) = MT™ (y1) — AT (y2) >=0

Ainsi, T ()\13/1 + )\2y2) — )\1T* (yl) — )\QT* (yg) € E1L = {O} et T™ est linéaire.

Etape 3 : Montrons que 7™ est continue. Pour x € E et pour tout y € F', on a :
<z, T(y) > = [ <T(x),y > [ < [T] x |lz|| x lyl|(V)
Comme || - || découle d'un produit scalaire, on a

1T (y)ll = Sup <z, T"(y) >|
et par (V ) on a
1) < 170 > Nyl

ce qui nous donne 7™ est continue et en particulier ||77| < ||77||.
En utilisant I'unicité de adjoint on montre facilement que : (T*)" = T et ainsi on en déduit
que :

170 = N < 177 puis [T} = 177 -
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Soient E et F' deux espaces de Hilbert et T € L(FE, F). L'unique application linéaire
T* € L(F, E) telle que pour tous z € E,y € F on ait

(T'(x),y) = (z,T*(y))

est appelée 'adjoint de T'.

Regroupons dans la proposition suivante quelques propriétés des adjoints.

Proposition 2.1.2.

Soient E et F' des espaces de Hilbert. L’application T+ T™ est isométrique de L(E, F)

dans L(F, E); elle est linéaire si les espaces sont réels et anti-linéaire si les espaces sont

complexes. De plus, VI € L(E, F),(T*)" =T et |T*T|| = ||T||*>. Enfin (T'S)* = S*T*.

Preuve : Par définition du produit scalaire et de I’adjoint, pour tous z € E,y € F,T},T5 €
L(E,F)et A€ C,ona:

Ainsi T —— T est anti-linéaire. Elle est isométrique d’apres la proposition 2.1.1. Montrons que
(T*)" = T. Pour cela on montre que pour tous z € E et y € F, on a (T(z),y) = (T*)" (z),y) .

On a

(T'(x),y) = (=, T"(y))
=(T*(y), =)
= (y.(T") (x))
= )

y, (T%)
(T7)" (x), y) -
Montrons que | T*T|| = ||T||*>. Tout d’abord on rappelle que la norme opérateur est une norme

d’algebre et donc, en particulier, || T*T|| < ||T|| |T*]| = ||T*.

D’autre part, en utilisant encore une fois de plus un corollaire d’Hahn-Banach et la définition
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de la norme opérateur, on obtient :

I T°T|| = sup |T"T(z)|

[l=]|<1

= sup  [(T"T(x),y)]

l[=]I<1,[ly[[<1

> sup (T*T(x), )|

[lzf|<1

= sup [(T'(x),T(x))|

[l=]I<1

=7

On a donc I'égalité || T*T|| = ||T||?. Enfin, pour vérifier que (T'S)* = S*T™*, il suffit de montrer
que pour tous z € E et y € F on a (T'S)*(z),y) = (S*T*(z),y). On a, par défintion de

I’adjoint,
(TS)"(x),y) = (x, (TS)(y))
= (T"(x), 5())
= (5"T"(x), )
Comme ceci est vrai pour tous vecteurs z,y, on a l'égalité (T'S)* = S*T*. [

Exemples d’opérateurs et calculs de leur adjoint

1. Soit H un espace de Hilbert séparable admettant une base orthonormale (h,),. Soit

a = (ay,), une suite bornée de nombres complexes. On définit A, sur H par

Ve = (cn), € (*(N), A, (Z cnhn) =" ancyhy,

n>0 n>0

L’application linéaire A, est dite diagonale car elle admet une représentation matricielle

diagonale relativement a la base (h,,),,, avec (ay,), sur sa diagonale. On vérifie que A,

n’

est continue, de norme ||a||o. De plus A} = Aj, ou & est la suite des nombres conjugés

de la suite «.

2. Soit H = L*(Q, ) et f € L=(2, u). Soit M, définie par

M;g(g) = fg

On vérifie que My est linéaire, continue, de norme | f||o et M7 = M.

3. Le shift (opérateur de décalage a droite) sur H = ¢*(N) ou H = (*(Z) est lapplication
linéaire définie par (S(x)),, = x,_1 pour tout n € N ou n € Z avec la convention z_; = 0

lorsque n € N. On vérifie que S est de norme 1. De plus S* est défini par (S*(y)),, = Yn+1-
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En fait S* = S~ sur £*(Z). Par contre S n’est pas inversible sur ?(N), il est simplement

inversible a droite avec S*S = Id.

Proposition 2.1.4

Soient E et F' deux espaces de Hilbert et soit T € L(FE, F'). Alors

F =ker (T*) @+ Im(T)et E = ker(T) & Im (T*)

Preuve : Il suffit de prouver la premiere assertion, la seconde s’obtenant en échangeant le role
de T et T*. On a les équivalences suivantes : y € ker T* <= Vo € E, (T*(y),z) = 0 <= Vz €
E (y,T(z)) =0 <=y L Im(T") La continuité du produit scalaire (conséquence de I'inégalité
de Cauchy-Schwarz), implique que

y L Im(T) <=y L Im(T)"~

Ainsi 'orthogonal de ker T* est ’adhérence de I'image de T'. Donnons également une propriété

simple mais utile concernant les sous-espaces invariants.

Proposition 2.1.5

Soient E un espace de Hilbert, G un sous-espace de E et soit T € L(E). Alors TG C G

si et seulement si T*G+ c G*.

Preuve : Supposons d’abord que TG' C G et montrons que T*G+ C G*. Soit x € G et
y € G*. Alors
<T*y,l'> = <y,TJZ> =0,

car Tx € G. Ainsi T*y L x, pour tout x € G, ce qui montre que T*y € G+. Pour la réciproque,

on peut appliquer le sens qu’on vient de démontrer a T* et G*.
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2.2 Opérateurs isométriques, normaux, unitaires, positifs, au-

toadjoints
Soient E et F' deux espaces de Hilbert. Lorsque E = F, L(E, F') est noté L(E).
1. Un élément U € L(E, F) est appelé unitaire si U*U = Idg et UU* = Idp.
2. Un élément U € L(E, F) est appelé isométrique si ||U(z)|| = ||z|| pour tout z € E.
3. Un élément N € L(FE) est appelé normal si NN* = N*N.
4. Un élément S € L(E) est appelé hermitien ou auto-adjoint si S = S*.

5. Un élément P € L(E) est appelé positif (notation : P > 0 ) si P est autoadjoint
et si pour tout x € E(P(z),z) > 0.

Remarque 2.2.2

On verra que dans le cas d'un espace de Hilbert H complexe, un opérateur P € L(H)

est positif si et seulement si (Px,x) > 0, pour tout x € H. Autrement dit, la condition
P autoadjoint dans la définition est superflue si on travaille avec un espace de Hilbert

complexe. Mais attention, cela n’est pas le cas si I'espace de Hilbert est réel!

Exemples d’opérateurs isométriques, normaux, unitaires, positifs, autoad-
joints
1. Soit H un espace de Hilbert et P € £(H) un projecteur orthogonal. Notons F' son image.
Alors P est auto-adjoint. En effet, pour tous x,2’ € F et y,y' € F*,

(P(x+y), 2" +y) = (2,2") = (x +y, P (2" +9))

De plus (P(z +y),z +y) = (z,2) = ||z||*> > 0 pour tous = € F et y € . Ainsi P > 0.

2. Les opérateurs diagonaux A, et My définis précédemment sont normaux. En effet
AAL = AN = Ag = AzA, =ALA,
ol B = (f,),, est la suite définie par 3, = |ozn\2. D’autre part,
MM} = MyMj = Mjy2 = M; M
3. Le shift S sur £2(N) est isométrique, le shift S sur ¢*(Z) est unitaire.
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4. Pour tout opérateur T' € L(E, F),T*T € L(FE) est hermitien car (T*T)" = T* (T*)" =
T*T d’apres la proposition 1.1.3. De plus T*T > 0 car, pour tout x € E,(T"Tz,x) =
|Tz||> > 0. En particulier A% > 0 dés que A = A*.

Proposition 2.2.3

Soient E et F' deux espaces de Hilbert et soit T € L(FE, F'). Sont équivalents :
1. T est isométrique.
2. T*T = Ildg.
Sont équivalents :
1. T est unitaire.
2. T est surjective et T*T = Idg.

3. T est une isométrie surjective.

Preuve : Montrons la premiere équivalence. Supposons que T est isométrique. Montrer que

T*T = Idg revient a montrer que pour tous x,y € E, on a
(T"T(x),y) = (z,y).
Rappelons l'identité de polarisation, a savoir,
1 . . 4 . 4 .
(u,v) = 1(<u—|—v,u+v) —(u —v,u —v) +i(u+ v, u+iv) —i{u —iv,u — w)),
pour un Hilbert complexe et
1
<U,U> = 1(<U+U,U+U> - <U_U7U_U>)

pour un Hilbert réel. En utilisant I'une ou l'autre de ces identités et le fait que ||T(u)|| = ||ul],

on en déduit :

(I"T(x),y) = (z,y)

Réciproquement, supposons que T*1T" = Idg. Ceci implique que pour tout z € F,
<T*T(ZL’), l’> - <$7 l’>
On en déduit immédiatement pour tout x € E,

IT@)|* = (T (), T(2)) = (z, ) = [|=||*,
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ce qui prouve que T est bien isométrique. Pour la preuve des trois autres équivalences, les
implications 1. implique 2. et 2. implique 3 . sont évidentes. Pour montrer que 3. implique 1 .,
on remarque qu’une isométrie linéaire est injective et donc les hypotheses de 3 . impliquent que
T-1 existe. De plus, T étant une isométrie, on a T*T = Idg. En composant & droite par 7!,
on obtient 7% = T~1, [ |

Donnons un lemme élémentaire mais utile sur les opérateurs normaux.

Soit T' € L(FE) un opérateur normal. Alors ker 7' = ker T™*.

Preuve : Soit z € ker T'. Alors
|T*z|)* = (T*z, T*z) = (TT*z,z) = (T"Tx,z) =0

en utilisant pour la troisieme égalité le fait que T est normal donc TT* = T*T. Ceci prouve
donc que ker T' C ker T*. Maintenant remarquons que si 7" est normal, alors 7™ est normal et
en appliquant I'inclusion qu’on vient de démontrer a 7™, on obtient ker T* C ker T** = ker T,

car T** =T'. Finalement kerT' = ker T™.
A) Pour T dans B(H), H hilbert complexe, alors
1) T est autoadjoint ssi < T'z,x > appartient a R pour tout z € H.
2) T =0ssi < Tx,z >= 0 pour tout z dans H.

B) Si H est réel, T dans B(H) alors T" = 0 ssi T autoadjoint et < Tz, z >= 0 pour
tout x dans H.

Démonstration :

A) 1) =) On suppose que T est autoadjoint
Soit x € H, on a

<Tx,x>=<uz,T'z>=<z,Te>=<Tx, x>

donc < Tx,x >€ R.
<) On suppose < T'z,x > RVe € H
Soient x,y € H, par hypothése on a :

<T(x+iy),z+iy >€R
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Dou < Tx,z >+ <Ty,y>+(<Ty,x>—<Tzx,y>)ER
Or < Tx,x >et <Ty,y >€ R, donc i(< Ty,z > — < Tx,y>) ER
D’ou Re(< Ty, z > — < Tx,y >) =0, donc Re(< Ty, z >) = Re(< Tz, y >)

D’ou
Re(< Tz,y >) = Re(< Ty,x >) = Re(< Ty, x >) = Re(< z,Ty >) = Re(< T"x,y >)

On aaussi < T'(x +y),r+y >€R,

donc < Tx,z >+ <Ty,y>+<Tzx,y>+<Ty,xz >R
Comme < Tx,x >, <Ty,y >€ R, donc < Tx,y >+ <Ty,zr >R
dou Im (< Tx,y >+ <Ty,z>)=0

donc
Im (< Tz,y >)=—Im (< Ty, z >)

= Im << Ty, x >)

=Im (< z,Ty >)

Im (< THx,y >)

Par conséquent Vx,y € R < Tx,y >=<T*z,y >, donc T =T"*
2) Supposons que 7' = 0 et montrons que < Tz, x >=0Vr € H
T =0 implique < Tx,x >=0Vr € H

Supposons que < Tz,x >= 0 Vo € H et montrons que 7'=0 on a

<T(x+y),xr+y>=0 () et <T(x+iy),z+iy>=0 (2)

(1) =<Tr,x2>+<Tyy>+<Tr,y>+<Ty,z>=0
—=<Tz,y>+<Ty,z>=0

(2) =< Tr,z>—<Tyy>+i(<Ty,z>—<Trx,y>)=0
=<Ty,z>—-<Tz,y>=0

(car d’apres 'hypothese < Tz, x >=< Ty,y >=0)

(1) et (2) =<Ty,x >+ <Ty,x >=0

Pourx =Tyona < Ty, Ty >=0donc Ty=0Vy e H,douT =0

<) Si < Tx,x >= 0 Ve € H et T est auto-adjoint, alors < T(z + y),x +y >= 0
Vr,y e H

donc < Tx,x >+ <Ty,y>+<Tz,y>+<Tyx>=0,

alors < Tx,y >+ <z,Ty >=0
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donc < Tx,y >+ <Trr,y>=0=<Tz,y>+<Tr,y>=0=2<Tz,y>=0

= <Tr,y>=0Vor,ye H=T=0
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CONCLUSION

On a étudié les espaces de hilbert et leurs propriétés ainsi que les opérateurs agissant sur

CesS espaces.

Est-ce qu’on peut trouver un autre espace qui généralise I'espace de Hilbert dans lequel

I'une des propriétés des espaces de Hilbert reste valable ?
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