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Introduction

La géométrie différentielle classique est I'étude des courbes ou des surfaces
plongées dans un espace euclidien de dimension deux ou trois. Elle constitue
une grande partie de la géométrie différentielle dite extrinséque, opposée au
point de vue intrinséque qui ne présume pas de 'existence d'une structure
englobante de dimension supérieure a celle des objets d’étude.

Dans cette branche de la géométrie, on s’attache tout particuliérement a
définir des quantités locales ou globales des courbes et des surfaces. Parmi les
sujets importants de la géométrie différentielle classique, on trouve le repére
de Darboux d’'une surface réguliére qui est notre sujet de rapport. Ce dernier
est un repére mobile utile pour I'é¢tude des courbes tracées sur une surface de
I'espace euclidien orienté a trois dimensions, il permet de définir la courbure
normale, la courbure géodésique et la torsion géodésique.

Ce travail est composé de trois chapitres :

- Le premier chapitre porte sur I'étude affine des surfaces de R?, on donne
des rappels sur lesquels notre travail se base.

- Le deuxiéme chapitre est consacré au repére de Darboux en donnant sa
définition et en détaillant la notion de courbure de normale, de courbure
géodésique, et la torsion géodésique, puis la relation entre le repére de
Darboux et Frenet.

- Le troisieme chapitre consiste a donner des exemples pour illustrer les ré-
sultats obtenus.



Chapitre 1

Etude affine des surfaces de R°

1.1 Nappe Géométrique

Dans ce chapitre, nous allons définir la notion de la nappe géométrique,
c’est 'analogue, en dimension supéricure de la notion de 'arc géométrique.

Définition 1 On appelle nappe paramétrée de classe C* (k > 1) de R?, tout
couple (D, F) ot D est un domaine de R* et F : D — R? une application de
classe C*.

On rappelle quun domaine de R? est une partie ouverte et connexe
de R?.

Définition 2 Soient D, A deuxr domaines de R?, soit F : D — R? et G :
A — R? deur nappes paramétrées de classe C* de R*(k = 1). On dit que
(D, F) et (A, G) sont dites C*-équivalentes; s”il existe un difféomorphisme
de classe C*

6:A—D

tel que
G=Fo#f

On rappelle qu'un difféomorphisme de classe C* de A sur D est une
bijection de A sur D de classe C* ainsi que sa réciproque.

On a aussi le résultat suivant : pour qu'une bijection # : A — D soit un
diffeomorphisme de classe C* (k > 1), il suffit que @ soit de classe C* et le
jacobien de 6 ne s’annule en aucun point de A.

Remarque 3 1. La relation < (D, F) et (A, G) sont C*-équivalentes
est une relation d’équivalence.
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2. Deuz nappes (D, F) et (A, G) C*-équivalentes ont méme image (F (D) = G (A)).
Définition 4 1 Une nappe géométrique 3 de classe C* de R?® est une classe
d’équivalence de nappes paramétrées de classe C* de R3.

2 Les nappes paramétrées constituant 3. sont appelées les paramétrisations
admissibles de Y. Si (D, F) est une paramétrisations de Y. , tout dif-

féomorphisme 8 : /A — D est un changement de paramétre admissible
sur .

3 Limage commune des paramétrisations de la nappe Yest appelée le support
de ¥ et notée supp (X).

Définition 5 Soit ¥ une nappe géométrique de classe C* définie par une
paramétrisation (D, F'). On appelle sous-nappe de X, toute nappe géométrique
Y définte par la restriction de F' a un domaine U contenu dans D.

1.2 Nappes orientées

Soient A et D deux domaines de R? et soit

0: A — D
(U,,’U) — (BI(U,U),HQ(U,U))

un difféomorphisme de classe C* (k > 1)
Le jacobien de € est la fonction numérique définie par

% w,v) % w,v)

ou v
JH(U,’U) =

005 004

™Y gy )

La fonction Jg est de classe C*~! (k > 1), donc continue et Jp # 0 (car
f est un diffeomorphisme). Du fait que A est connexe, Jy garde un signe
constant sur A.
Si Jy = 0, on dit que le difftomorphisme 6 est direct ou conserve
lorientation.
Si Jy < 0, on dit que le difféomorphisme @ est indirect.
En tenant compte des deux relations :

il

Jo-1 (6 (u,v)) = To(u0) et Joop (u,v) = Jg (¢ (u,v)) Jg (u,v)
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o

On en déduit que la réciproque et la composée de deux difféomorphismes
directs sont directes. On obtient alors une relation d’équivalence plus fine en
posant la définition :

Définition 6 Deux nappes paramétrées (D, F) et (A,G) de classe C* sont
dites positivement C*-équivalentes s’il existe un difféomorphisme de classe
Ck
0:A—D direct
tel que
G=Fob

Les classes d’équivalences ¥ définies par cette relation d’équivalence sont
dites nappes géométriques orientées.

Le choix d'ume paramétrisation (D, F') de classe C* de ¥ défini une orien-
tation de la surface ¥ de la forme (A, G), avec G = Fof ou 6 : A — D est
un difféomorphisme direct (resp.indirect)de classe C k constituent une nappe
géométrique Y (resp. ¥_).

On notera que, comme dans le cas des arcs géométriques, ¥, et ¥_ ne
sont pas nécessairemant distinctes, en effet il peut exister deux changements
de parametres ¢ direct et 1 indirect tels que 'on ait

Fop=Foy
On dit alors que ¥ admet une seule orientation.

Lemme 7 Pour qu’une nappe géométrique 3. définie par (D, F') admette une
seule orientation, il faut et il suffit qu’il existe un changement de paramétre

f:D—D indirect

tel que
F=Fof

Preuve. = On suppose que 3 posséde une seule orientation, ¥, = ¥_
c-a-d : doy direct et JV¥ indirect tq Fop = FoV¥ , donc

F=Fo (\Il o @—1)
On pose 6 = W o p~! indirect (Jp = Jyop-1 = JyJp,-1 < 0(Jg < 0))
F=Fo#, f indirect.

<= On suppose 30 : A — D tel que F' = F'of, # indirect, montrons que
Y, C X. Soit (A,G) € ¥, donc 36, direct tel que

G=Fob,=Fobfob,=Fo(fob)

On obtient G = F o8y , 65 indirect d’ou (A, G) € ¥_ donc I, C %.
De méme, on montre que ¥_ C ¥y d'ou ¥y =%_ =m
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1.3 Support d’une nappe

Soit ¥ une nappe de classe C*, définie par la paramétrisation (D, F).
Si M est un point du supp (%), le cardinal de F~! (M) ne dépend pas de la
paramétrisation F' (car les changements de parameétres sont bijectifs) :
- sicard (F~1(M)) = 1, on dit que le point M est simple.
- si card (F~' (M)) = p > 2, on dit que le point M est multiple (il est dit
double si p = 2, triple si p = 3....).

Définition 8 Une nappe géométrique est dite simple si tous les points de
son support sont simples.

Proposition 9 Toute nappe simple admet deux orientations distinctes.

Preuve. Soit ¥ une nappe simple définie par une paramétrisation F' : D —
R3. Supposons que ¥ posséde une seule orientation c-a-d qu’il existe

0:D—D

tel que
F=Fo# et Jg =<0

Comme F est injective, on a V(u,v) € D

F(u,v) = F(6(u,v)) = 0(u,v) = (u,v)
- 0=1
= Jy= J]d > 0 Absurde

1.4 Nappes réguliéres

Soit ¥ une nappe géométrique de classe C* (k > 1) définie par une pa-
ramétrisation (D, F). Soient (A, G) une autre paramétrisation de ¥ et 6 est
un changement de paramétre tel que :

G=Fof

On a pour p € A,
dG‘_,, = ng(.u) o] dgﬂ

Or df, est un isomorphisme de R?, d’ot df, (R?) = R% On en déduit que.
4G, (R2) = dFy (RY) Y € O

On peut alors poser la définition suivante :



1.5. EXEMPLE : PARAMETRISATION CARTESIENNE

ot

Définition 10 Une nappe géométrique Y. définie par une paramétrisation
(D, F) est dite réguliére si dF,, est de rang 2 pour tout m € D

Soit ¥ une nappe géométrique définie par la paramétrisation

F: D — R?
(u,v) — F (u,v) = (Fy (u,v), Fs (u,v), F3(u,v))

OII a :
By 5 & R? — R3
OF OF
(h,k) — dFy.) (h k)= S (u,v) h + Do (u,v) k
ou
8F1 aF‘l
[ St ) (St )
o | oR oF | om
au (W0 = | 5y () et gy wo=| Frw)
8F3 aFS
\ 52w0) ) uv) )

En utilisant ces notations, on annonce le résultat :

Proposition 11 Pour que la nappe ¥ soit régulicre, il faut et il suffit que

pour tout (u,v) de D, les vecteurs & (u,v) et 95 (u,v) soient linéairement
v

du
mdépendants.
IOF OF

Y. réguliere < S (w,v) A — (u,v) #0, V(u,v)€ D
u

1.5 Exemple : paramétrisation cartésienne

Définition 12 On appelle paramétrisation cartésienne de classe C*, toute
paramétrisation F' de classe C* définie par

F: D - R3
(u,v) +— (r=u,y=v,2= f(u,v))

ot D est un domaine de R? et f: D — R de classe C*

Une nappe ¥ définie par une paramétrisation cartésienne F est dite
simplement nappe d’équation cartésienne :

= f(x,y)



6 CHAPITRE 1. ETUDE AFFINE DES SURFACES DE R?

Proposition 13 Toute nappe géométrique de classe C* (k > 1) admettant
une paramétrisation cartésienne est simple et régquliere.

Preuve. Soit

F: ACR* - R?
(uw,v) — (w,v,f(u,v))
avec
f:DCR?*—=R

- Montrons que ¥ est simple :

F(uy,v1) = F(ug,va) = (u1,v1, f(ua,v1)) = (u2, va, f(ua,v2))
uq = U3z
> (2] = V9
f(Ul,’Ul) = f(u2,”b‘2)

—> F est injective
—> X est simple.

- Montrons que ¥ est réguliére :
Soit F(u,v) = (u,v, f (u,v)), alors

1 0
or _ 0 : or 1
Ou g(uv} 7 ov a—fuv)
ou "’ ov
oOF oF _
or {B—U (u,v); = (u, fu)} , ¥ (u,v) est libre

donc ¥ est régulier.

Théoréme 14 Soit ¥ une nappe géométrique de classe C*, F : D — R3
une paramétrisation de ¥ et mg = (ug,v9) un point de D tel que dF,,, est
de rang 2. Alors il existe un domaine Dy C D et mg € Dy tel que la sous
nappe Lo définie par la restriction de F a Dy admette une paramétrisation
cartésienne (d’ou il résulte que ¥y est simple et réguliére).

Preuve. Désignons par f, g, h les coordonnées de F dans un repére affine
arbitrairement donné (O;?,?,?) de R m

Par hypothése, la matrice

( f'z: (an’Uo) 9; (UU-JUD) h’u (UU:UO) )
4 h

fy (w0, v0) g, (wo,v0) Ty, (w0, vo)
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est de rang 2. En permutant les coordonnées, nous pouvons donc supposer
que le déterminant fonctionnel

¥ &
fI’L g?

D’aprés le théoréme d’inversion locale, il existe un ouvert Dy C D et my =
(’UJo,’UU) € DO tel que ,

(o, v0) # 0.

H/D(] : Do — Q(D[]) = DO
(u,v) — (f(u,v),9(u,v)) = (z,9)
est un C* diffeomorphisme.

On peut évidemment supposer Dy connexe, auquel cas Dy = 6 (Dy) est
connexe.

Soit alors ¥ la nappe définie par la restriction de F' & Dy ; 'application
G=Fof':Djg—R>’o0 F=F /D, st une paramétrisation admissible de
¥ et cartésienne.

En notant

B/DU:HZ D[] — DO
(u,v) = (z,9) = (f(u,v),g(u,v))

on obtient,

G(z,y) = Fip, © 9/_];1,0

= (f(6" (2, ), 907 (2, 1)), (6" (2, 1))
= (z,y, (ho 67")(z,y)).

1.6 Plan tangent

Désignons par F': D — R3? et G : A — R3 deux paramétrisations d’une
méme nappe X et § : A — D un changement de paramétre tel que

G=Fof
Soit M un point simple de ¥, donc

AdmeD /| M=F(m)
Mped [ M=G(p)=FB(p)

D’ot @ (1) = m, et en appliquant la différentielle, on obtient

dGF,’ = dF@(H) 0] dg'u
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Comme 6 est un diffécomorphisme, on a df, est une bijection de R? sur R?,
et par suite les applications linéaires dG, et df, ont la méme image :

dG, (R?) = dF,, (R?)
On pose alors les définitions :

Définition 15 Soit ¥ une nappe géométrique définie par une paramétrisa-
tion (D, F) et M = F (m) un point simple de 3.

1. On dit que M est stationnaire si dF,, est de rang < 1.

2. On dit que M est régulier si dF}, est de rang 2, et dans ce cas, 'espace
vectoriel Ty = Im (dF,,) est appelé le plan vectoriel tangent de ¥ en
M = F (m).

Le plan affine T ), passant par M et de direction T}, est appelé le plan
tangent de ¥ en M.
Soit ¥ une nappe géométrique définie par la paramétrisation :

F: D — R
(u,v) = F(u,v)

Soit My = F (w9, vg) un point simple et régulier de ¥ et Thy, = dF{(yq,00) (R?)
le plan vectoriel tangent 4 ¥. On a :

oF oF
dF (uow0) (A 1) = o (uo,v0) A+ S0 (ug, vo) 1.

Le point M; étant régulier donc dim (T)y,) = 2 et par suite les deux vecteurs
oF

F
S0 (up, vg) et 5 (ug, vg) sont linéairement indépendants.
u

Le plan tangent Ty, admet la paramétrisation définie sur R? par

OF OF
(Ar /‘L) == MO + % (UU': UO) A+ % (UO')UO) -

Posons
F(u,v) =(f (u,v),g(u,v),h(u,v)).

Le plan tangent admet 'équation cartésienne :

x — f (ug,vo) y g (ug, vo) Z — I (g, vo)

(ug,v0) =0
g gh

(an ”Uo) - (UU, Uo) 81} uo,Uo)

dv

(Uo, Uo
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Cas particulier on ¥ est définie par une paramétrisation cartésienne :
F:(z,y) = (z,y,f (z,9)).

Le plan tangent a ¥ au point de coordonnées (xq, yo, f (g, ¥p)) admet 'équa-
tion cartésienne

= £ oo, 30) = (@ = 20) 5L (an,0) + (0 = 10) - (oo, ).
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Chapitre 2

Le Repére de Darboux

2.1 Normale orientée

Soit ¥ une nappe simple de classe C* (k > 1) définie par la paramétrisa-
tion

X5 D — R3
(u,v) — X (u,v)

Pour (u,v) € D, on pose

= K | JX
N (u,v) = — N —
%) ou v
Désignons par
0: D — D

(u,v1) — (u,v)
un difféomorphisme défini sur un domaine Dy de R? dans D et posons
X1=Xo#0

une nouvelle paramétrisation de ¥. On a

— 0X1 0X 1

N n)=—~N—
1 (1, 01) Jdu;  OJun,
~ [(0X Ou +0X v 7 90X Ou +8X(3fu
\ Qu duy ov Ouy du 0v; dv Ou;

—_—

= Jp (u1,v1) N (u,v)

11
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Il en résulte que le vecteur unitaire

?(u ¥ = M
7 HN(u,v)

reste invariant dans tout changement de paramétres de jacobien positif. Le
vecteur ? (u,v) ne dépend que de V'orientation de ¥ définie par la paramé-
trisation choisie, et il se change en son opposé si on change l'orientation de
Y. en son opposée.

Le vecteur h (u,v) est appelé vecteur normal en M = X (u,v) a la nappe
orientée X.

2.2 défintions de repére de Darboux

Définition 16 1. Soient M un point régulier de ¥ et T € Ty un vecteur

2.3

tangent en M a 3. On appelle repére de Darbour associé au couple
(M, 7).le repére orthonormal direct

(M,7,7,7%)
d’origine M défini par
— — X )
h = hy le vecteur unitaire normal en M a ¥
— TR
q h A T.

Soit v un arc réqulier et orienté de classe C? (1 < p < k) tracé sur %
et s — P (s) une paramétrisation normale de . On appelle repére de
Darboux de v, le repére

(P, 7,7 (), 7 (5)

=l

associé au couple (P (s), T (s)) o

a-y.

ds

les formules de Darboux

Désignons toujours par  un arc régulier et orienté de classe C? avec p > 2
tracé sur X et s — P (s) une paramétrisation normale de 7. Les fonctions

— — 57 ] ;| : -
7, g et h sont de classe CP~" et par suite dérivables.
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En dérivant les relations suivantes :

T2 (5)_) = EQ (s) = h*(s) 1
T(s).h(s) = h(s).T(s) = T(s).9(s) 0
1l vient
_d7 . dg —dh
T . — = g.— = h.— =0
ds, ds g ds
dh —dg —=d7T _,dh Ldg _d7
g—+h— = h—+7.— = 724G — =0
ds S ds s ds ds

D’ou les définitions :

1. La courbure normale de v : la fonction p,, définie par

.
74T __odk

pn(s) = o = T,

2. La courbure géodésique de v : la fonction p, définie par

0. ()= 7 an — dg
S)=¢.— = —h.—.
2 4 S ds
On a alors les formules de Darboux :
(dT N —
el L h
s Pg G +p
dg g —
{ s — @y T —illgh
dh s o
[ & = T 0T

Remarque 17 1 Cas d’un point d’inflexion :

Si le point M = P (s) est un point d’inflexion de y (ie P"(s) =0), on a :
d—>

d—T = P"(s) =0, d'ot p, (s) = py(s) = 0. La courbure normale et la
s

courbure géodésique sont nulles en un point d’inflexion.
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2 Propriété fondamentala de p, et d, :

Supposons que l'arc 7y soit défini par la donnée des fonctions : s — u(s) et
s — v (s) de sorte que P (s) = M (u(s),v(s)).On a

OMdu OM dv

—_
T(s) = oot (1)
T dha oh e
u 0 v
S = S @
ds du ds = Ov ds
— . du dv
La donnée du vecteur tangent T (s) détermine les nombres A et s
5 5

. . dn
dans la relation (1) et la relation (2) détermine d—( puisque les vec-
s
- —
OM OM Oh Oh
teurs (;u ; 6(% ; éc?)u : BBU ne dépendent que du point P (s) = M (u(s),v (s))
Les relations

— 5

_.dh ‘o . dh
h=—T.— @ = qg.—
4 ds 2 g ds

montrent alors que les nombres p, (s) et 6, (s) sont déterminés par la donnée
du point M (s) et du vecteur 7 (s),d’ot le résultat.

( La courbure normale p,, et la torsion géodésique #,; en un point M d’un
arc régulier tracé sur ¥ ne dépendent que du point M et de la tangente
a vy en M ). On montre par contre que la courbure géodésique d'un arc vy
passant par M dépend effectivement des dérivées secondes des fonctions u et
v définissant l'arc.

2.4 Lien entre le repére de Darboux et le re-
pére de Frenet

Soit ¥ une nappe de classe C* (k > 3) et  un arc tracé sur ¥ de classe C?
%.
P . . 90 . — —
avec 3 < p < k, régulier et sans point d’inflexion. On note par (T , U; 08
le repére de Frenet de 7 associé & la paramétrisation normale s — P (s),p
—_
et 8 la courbure et la torsion correspondantes. Le vecteur unitaire normal h
4 i — = i T
appartient au plan engendré par v et [, il s’écrit :
— N =
h =cosav +sinaf
. , = — (=
ou « est 'angle du vecteur h avec le vecteur v dans le plan orienté ( v, )
On a,

— et : — =
g = hANT =sinav —cosa 3
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— —
d’ou les expressions de T et 3 dans la base {?, h } :

—
B —
sina g +cosah

] =]

—_—
— :
= —cosag +sinah

En utilisant les formules de Frenet

(&= ps)V(s)
— —_
§ = —p(s)T(s) — 0(s) B (s)
dB
[ &= 0(5)7(s)
dT  dg .
on cherche a exprimer e et s dans le repére de Darboux. On a
S S
dT s

Fr p(s) v (s)=p(s) (Sin a’qg + cos a?) :
s

et

a,
=l

—
(blIlOf v —cosa 3

S5

6 (s)sina + sin a‘;—"‘) E)

4
_ S;,( Y sina 7 {s) + (cosa(;—a _ cosal (s)) 7 (5)
el

. . - —_
En remplacant © et /5’ par leurs expressions respectives en fonction de g
—
et A, on obtient

da

=L = —p(s)sinaT (s) - (9 - E) I (s)

—

5 . % ; o N
On peut alors en déduire I'expression de T d’ou le systéme :
S

— 2 —_ —
dd—::pSIIl(}.g + pcosah

= —
“ii—g = psinaT — (§ — %) h
dh _ . do\ —>
e = —peosaT +(9—£) 7

Moyennant les formules de Darboux, il vient :

Py = psina,

Pn = pcCosa,
;s _ do

99 ds



16

CHAPITRE 2. LE REPERE DE DARBOUX

Remarque 18 1. On notera que les formules :

pg = psina et Pn = P COS

restent vraies méme si le point M est un point d’inflexion, en effet,
dans ce cas, on aura p, = p, = p = 0.

Interprétation géométrique de la courbure normale :

Si L est une droite tangente en M a ¥ et si P est un plan perpendi-
culaire au plan Ty contenant L, alors lintersection ¥ N P est un arc
simple et régulier v.Si on désigne par s — P(s) une paramétrisation
normale de y et M = P(s), alors l'angle a(s) = 0 (mod ), ¢’est a dire
a =0 ou bien o = 7w et par suite p, = £p.0On conclut :

<la valeur absolue de la courbure normale relative a une tangente don-
née L en un point M de ¥ est égale a la courbure en M de la section
de Y. par le plan normal a ¥ contenant L » .



Chapitre 3

Les exemples d’application

Maintenant, comme application de nos principaux résultats, nous donnons
les exemples suivants :

3.1 Exemple 1
Soit M la surface définie par la paramétrisation :

©(s,v) = (cos AL A

V2 V2 V2

s s
sin — ‘ :
\/i 2R
- Calculons :

1 Le vecteur tangent 7T :

On a :

—_
2 Le vecteur normal h

On a:
N
h = ‘_fﬂ
N(s,v)”

17



18 CHAPITRE 3. LES EXEMPLES D’APPLICATION

avec :
=t dp Oy
(5,0) ds  Ov
1 s S v e S 1 s s
( _ﬁblﬂﬁ—ELObﬁ —Eblﬂﬁ
= LCOSi — ES]'.Ili A LCOSi
\ % L
w2 V2
(—ﬁsin%
= 2\“/5(;05%
W
et
—_
HN(Sﬁv)H :\/%Si112%+%0082%+%:§
Donc
T (5) = (s sin =, —=cos =, ——)

V2 V2'V2 V2
3 Le vecteur normal géodésique g :

OIIELZ

N

() =h AT

L S
sin =
V2



3.1. EXEMPLE 1

Donc

7 () = (cos —=, sin —, 0)

V2i 2

- calculons :

1 La courbure normale p,(s) :

OIl‘dZ
—d7
(s)= h.—
pn(s) R
|
_i('Obﬁ
( 1 . & 1 s l) T ow
= (———=8In —&—=, —= €08 —(=, — —38In —
V2 2°V2 T V2 V2 2 2
0
1 . s S 1 . s s
— S111 —— C0S — — S1Il —— COS ——=
D3 2 W2 %A 3 3
D’on

pn(s) =0

2 La courbure géodésique p,(s) :

On a :
(s) dT
s)=¢q.—
Py g s
1 ]
_i(JObE
— (¢ 3 A 1lain 5
(cos \/_,bm\/i,[)) 3 8in 75
0
1 5 8 1 9 8
= ——C08" — — —sin” —
2 V2 2 V2
Dot

19



20 CHAPITRE 3. LES EXEMPLES D’APPLICATION

3 La torsion géodésique 0y(s) :

3
() =75
3 COS 5=
= (cos Tjsin %,O). 3 sin 2
0
1 9 1 .9 S

D’ou

6 -

=

4'\

3

"

1Y

03

<109

-2 . . ' :

. W
-2 9 = 0 1 2

La Figure 1 : La sur face *M

3.2 Exemple 2

Soit M la surface définie par la paramétrisation suivante :

il

1
©(s,v) :(\/_(,053, 7 — 2v)

S
sin S,
V2

- Calculons :
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1 Le vecteur tangent 7 (s) :

On a :

d 1 1 1
7 (s) = = (——=sins, —coss, —)

V2 V2

—_
2 Le vecteur normal h (s) :

On a :
N(s,v)
S,V
h(s): —
|V
avec
— dp Op
N = — AN
(&) ds Ov
(—%Sins 0
- V%coss A 0
1 _
\ 2
(—\/icoss
= —v/2sin s
\ 0
et
HKT)(S,U)H = V2cos?s + 2sin s = /2
D’ou

e 4
h(s) = (—coss,—sins,0)

3 Le vecteur normal géodésique g (s) :
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OIla:
_>
g(s):h/\?
/—COSS _%SiIlS
=| —sins | A %coss
1
| o =
/—%sins
1
= EL.ObS
1
\ %
D’on
F(5) = (——=sins, —= cos s, =
5) = (——=sins, —cos s, —
! V2R
- Calculons :

1 La courbure normale p,(s) :

OIla,:
—d7
Pn(3) Is
—%coss
= (—coss,—sin s ——=sins
. 70 \1@ -
0
! 0s® s + L in?
= —cos"s+ —sin"s
V2 V2
D’on

pu(s) = —=

=

2 La courbure géodésique py(s) :



3.2. EXEMPLE 2

OIl a .
s dT
=5 C0S 5
1 1 R
=(— \/ibmé \/5(055 \/_) 5 sins
0
1 ) 1 .
= 5 c0sssins — 5 cosssins
Do
pg(s) =0
3 La torsion géodésique €,(s) :
OIl a :
d7T
O4(s) = ?E
1 1 sin s
= (——=sins,—coss,—) | —coss
f V2 VR 0
= ——sin’s + i cos? s
V2 V2
D’on

0y(5) =

Sk

23



24 CHAPITRE 3. LES EXEMPLES D’APPLICATION

10 .

1
15 a5 0 2w

Figure 2 : La sur face* M

3.3 Exemple 3

Soit M une surface définie par la paramétrisation suivante :

(s,v) = (cos U coss, si U si U)
s,v) = (coss — —=cos s,8in 8 — —sins, —
v V2 V2 VR
- Calculons :

1 Le vecteur tangent 7 (s) :
On a:
T(s) = ey (—sins, cos s, 0)
- dS - ’ I
—_
2 Le vecteur normal h (s) :

On a:



3.3. EXEMPLE 3
avec :

— 8{,9 dyp
By ) = s d@

—sins + % sin s

S

COS S

b )
COSS — —=C0S S sin s
V2 A

S~

Sl

et

HN)(S,U)H =; (\/52_ t/‘) (cos? s +sin’s+ 1) = \/E\/;U
Donc

3 Le vecteur normal géodésique g (s) :

OIla‘:lZ

/2 €08 —gin s

—=sin s ‘08
7 A COS §

Donc

T() = (——coss,———sins, =)
s) = (——=coss,———=sin s, —
g V2 V2 V2



26 CHAPITRE 3. LES EXEMPLES D’APPLICATION

- Calculons :

1 La courbure normale p,(s) :

—d7
pu(s) = h.—
L 1 1 1 1, — COR
= COS 8, —=sin s, —sins
Vo RVo RSV Ul B
1 2 2
= ———C08°s — —sin“s+0
V2 V2
D’on
(5) = _L
Pn \/5
2 la courbure géodésique py(s) :
dT
pe(s) = ?-g
L 1 1 1, T oSS
= (——=cos s, — sin s, —sins
7 RV R L W
1 2 L .9
= —cos“s+ —sin“s+0
V2 V2
D’ou
(5) = =
s) = —
Pg \/5
3 La torsion géodésique Oy(s) :
On a
dn
0,(s)=¢q.—
9(3) g ds
—% sin s
1 1 1
= (——=coss,——=sins,—) | “=coss
V2 V2 V2 2

1 . .
= —coSssins — —sinscoss + 0

V2 V2
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D’on

1 0 1

La Figure 3 : La surface M
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Conclusion

En guise de conclusion, de nombreux chercheurs ont récemment étudié les
courbes et les surfaces en utilisant le cadre de Bishop, de la méme maniére
qu’ils ont étudié les courbes et les surfaces en utilisant le cadre de Frenet. Le
concept de cadre de Darboux a été récemment démontré, et il y’a une chance
que des autres études puissent étre menées a I'avenir. A l'aide de repére de
Darboux, nous étudions la caractérisation des surfaces réguliéres en calculant
leurs invariants et finalisant par illustrer des figures.
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