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RÉSUMÉ

Dans ce travail, nous nous intéressons aux surfaces de translation dans l’espace euclidien

tridimensionnel E3 et à certaines de leurs caractérisations. Il s’agit d’étudier les surfaces de

translations générées par deux courbes spatiales arbitraires, et plus particulièrement les

surfaces de translation définies par les indicatrices sphériques de deux courbes spatiales.

En déterminant les coefficients de la première et la deuxième forme fondamentale, les

courbures gaussienne et moyenne, nous donnons les conditions pour que ces surfaces soient

développables, respectivement minimales et puis nous étudions le cas particulier où les

courbes génératrices sont des hélices générales ou des courbes planes. Et pour illustrer ces

résultats, nous étudions certains exemples de ces surfaces à l’aide du programme MATLAB.

easily

easily

Mots clés : Surface de translation, Courbure gaussienne, Courbure moyenne, Surface
minimale, Surface développable, Courbures principales, Formes fondamentales, Vecteur
normal unitaire, Repère de Frenet.
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INTRODUCTION

Le domaine dans lequel se situe ce travail est celui de la géométrie des courbes et

surfaces (géométrie différentielle classique). Dans cette branche de la géométrie, nous

nous intéressons particulièrement à l’étude de diverses propriétés des surfaces d’un espace

euclidien tridimensionnel E3. Dans cet objectif, nous nous intéressons à l’étude d’un type

de surfaces spécifiques dites les surfaces de translation.

La géométrie d’une surface se compose de certaines propriétés telles que l’aire, la

distance, l’angle et la courbure. La plus importante d’entre elles est la notion de courbure,

qui révèle les différences structurelles entre les surfaces. Les surfaces développables et

minimales (avec des courbures Gaussienne et moyenne, nulles), ont une importance

majeure en géométrie. En particulier, une surface minimale est une surface qui minimise

localement son aire. Outre les plans, les caténoïdes et les hélicoïdes, l’apparition de

surfaces minimales peut également être observée dans la nature : dans les structures que

construisent les animaux, dans diverses anatomies végétales et animales, etc.

Les surfaces que nous désirons étudier trouvent leur origine dans le texte classique de G.

Darboux [1, Livre I] où elles sont considérées comme « surfaces définies par des propriétés

cinématiques », et plus tard connues sous le nom de surfaces de Darboux dans la Littérature.

Une surface de Darboux est une surface qui est réunion de courbes « égales » (i.e. images

les unes des autres par des isométries de l’espace), appelées ses génératrices. Ainsi, une

paramétrisation d’une telle surface est donnée par

ψ(s, t) = A(t).α(s) + β(t),

où α et β sont deux courbes spatiales et A(t) est une matrice orthogonale. Le cas que nous

étudions dans ce travail est celui où A(t) est l’identité A(t) = I3.

En géométrie différentielle, une surface de translation est une surface générée par des
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translations, c’est-à-dire une surface qu’on obtient lorsqu’une courbe α(u) est translatée sur

une autre courbe β(v). Les surfaces de translation peuvent être paramétrées localement par

φ(u,v) = (u,v,f (u) + g(v)),

où f (u) et g(v) sont des fonctions lisses sur un intervalle de R.

En théorie des surfaces, il existe des surfaces spéciales telles que les surfaces minimales,

les surfaces développable et les surfaces à courbure constante. Au cours des siècles, les

surfaces de translation ont été étudiées par de nombreux géomètres.

En 1835, H. F. Scherk étudie les surfaces de translation dans E3 définies comme le graphe

de la fonction z(u,v) = f (u) + g(v) et il prouve que, outre les plans, les seules surfaces de

translation minimales (rappelons qu’une surface minimale dans R
3 est une surface dont la

courbure moyenne est nulle partout) sont les surfaces données par

φ(u,v) =
(
u,v,

1
c

log |cos(cu)
cos(cv)

|
)
,

où c est une constante réelle non nulle.

Ce travail porte sur les surfaces de translation dans l’espace euclidien E
3. Le but étant

d’étudier leurs propriétés (minimales ou développables), et de classifier certains points de la

surface. Ce travail intitulé « Surfaces de translation générées par des indicatrices sphériques

de courbes régulières d’un espace euclidien de dimension 3 » comprend trois chapitres :

easily

• Le premier chapitre : portant sur les « Préliminaires », donne une présentation rapide

des outils de base utilisés tout au long de ce travail et qui concernent essentiellement

les surfaces régulières, les invariants de Frenet, les formes fondamentales, les surfaces

minimales, les surfaces développables, les invariants de Darboux et les formules de

dérivation.

• Le deuxième chapitre : intitulé « Définitions et premières propriétés des surfaces de

translation », porte sur l’étude générale des surfaces de translation générées par deux

courbes spatiales arbitraires dans l’espace euclidien tridimensionnel. Dans ce sens,

nous déterminons les coefficients de la première et la deuxième forme fondamentale,

la courbure moyenne, la courbure gaussienne, les courbures principales, et nous

étudions l’influence des courbures des génératrices sur la surface de translation.

Puis, nous classifions quelques points particuliers sur ces surfaces tels que les points

elliptiques, hyperboliques, paraboliques, ombilicaux et singuliers. On termine ce

chapitre par la donnée de plusieurs exemples illustrant cette étude.
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• Le troisième chapitre : nommé « Surfaces de translation générées par les indicatrices

sphériques de courbes régulières », porte sur l’étude des surfaces de translation

définies moyennant les indicatrices sphériques de deux courbes spatiales dans E
3.

Pour chacune des surfaces de translation obtenues, nous faisons une étude détaillée

portant sur les conditions pour que cette surface soit développable (respectivement

minimale), et nous étudions les cas particuliers où les courbes génératrices sont des

hélices ou des courbes planes, et on complète l’étude par un exemple illustré à l’aide

du programme MATLAB.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

1.1 Propriétés métriques d’une courbe régulière

1.1.1 Paramétrisation normale d’une courbe régulière

Définition 1.1.1. Une courbe paramétrée dans Rn est une application

α : I −→ R
n

t 7−→ (α1(t), ...,αn(t)),

où I est un intervalle de R et les composantes αi sont des fonctions continues sur I .
L’ensemble des point de Rn :

{α(t), t ∈ I}

est appelé le support de α.

Définition 1.1.2. Soit α une courbe paramétrée, définie par une paramétrisation

α : I −→ R
n

t 7−→ (α1(t), ...,αn(t)).

(i) Un point M = α(t) est dit régulier (ou ordinaire) si

α′(t) = (α′1(t), ...,α′n(t)) , 0
R
n

sinon, il est dit stationnaire.

(ii) α est dite une courbe régulière si elle est régulière en tout point.
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Définition 1.1.3. Soit α une courbe paramétrée, la paramétrisation

α : I −→ R
n

est dite normale si elle vérifie
∥ α′(t) ∥ = 1, ∀t ∈ I.

Définition 1.1.4. Soit α une courbe régulière définie par une paramétrisation f : [a,b] −→ R
n

de classe Ck (k ⩾ 1). On appelle longueur de la courbe α, le nombre défini par

L(α) =
∫ b

a
∥ f ′(t) ∥ dt.

Remarque 1.1.5. Pour q’une courbe α soit simple, il suffit que l’une de ses paramétrisations soit
injective.

Définition 1.1.6. Soit α une courbe simple et orientée dans le sens des t croissants définie par
une paramétrisations (I, f ) et t0 un point de I . La fonction s définie sur I par

s(t) =
∫ t

t0

∥ f ′(u) ∥ du.

est appelée abscisse curviligne de la courbe α d’origine t0, au point t.

1.1.2 Repère de Frenet et ses formules de dérivation

Soit α une paramétrisation normale d’une courbe régulière

α : I −→ R
n

s 7−→ α(s)

Définition 1.1.7. On appelle vecteur tangent unitaire en un point M = α(s) de la courbe α, le
vecteur

t(s) = α′(s).

Définition 1.1.8. La fonction numérique définie sur I par

s 7−→ κ(s) = ∥ α”(s) ∥

est appelée la fonction courbure de α.

On définit alors le vecteur normal à α en s comme l’unique vecteur unitaire n(s) tel que α”(s) =

κ(s)n(s) lorsque κ , 0.

Définition 1.1.9. On appelle vecteur binormal à α en s, b(s) = t(s) ∧ n(s), c’est un vecteur
unitaire orthogonal au plan osculateur.
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Définition 1.1.10. La torsion de α en s, notée τ(s), est l’unique réel tel que

b′(s) = − τ(s)n(s).

Définition 1.1.11. Les vecteurs t(s), n(s), b(s) sont appelés vecteurs de Frenet au point α(s) de la
courbe α : I −→ R

n. L’ensemble { t(s),n(s),b(s) } est appelé repère de Frenet au point α(s) de la
courbe α.

Théorème 1.1.12. Soit { t(s),n(s),b(s) } le repère de Frenet de la courbe α, les dérivées des vecteurs
t(s), n(s), b(s) sont exprimées comme suit

t′ = κn,

n′ = −κt + τb,

b′ = −τn.

Les équations obtenues dans ce théorème sont appelées les formules de Frenet de la courbe α.

Il peuvent également être exprimées sous forme matricielle comme suit :

easily 
t′(s)

n′(s)

b′(s)

 =


0 κ(s) 0

−κ(s) 0 τ(s)

0 −τ(s) 0



t(s)

n(s)

b(s)

 .

1.2 Propriétés métriques d’une surface régulière

1.2.1 Vecteur normal et surface à angle constant

Définition 1.2.1. Une surface paramétrée de classe Ck (avec k ≥ 1) est un sous-ensemble de R
3

de la forme
S =

{
f (u,v) =

(
x(u,v), y(u,v), z(u,v)

)
∈R3 / (u,v) ∈D

}
où D est un domaine de R2 et f : D −→R

3 est de classe Ck.

Définition 1.2.2. Une surface paramétrée f est dite régulière en (u,v) ∈ D si fu(u,v) = ∂f
∂u (u,v)

et fv(u,v) = ∂f
∂v (u,v) sont linéairement indépendants, ou de façon équivalente, si la différentielle

df(u,v) est de rang deux.

Lemme 1.2.3. Le point (u,v) ∈D est régulier si et seulement si

fu(u,v)∧ fv(u,v) , 0.

Définition 1.2.4. Soit S une surface paramétrée par f : D −→ R
3, et soit P = f (u,v) un point

régulier de S. On appelle :
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• Plan tangent à S au point P , le plan engendré par les vecteurs fu(u,v) et fv(u,v) et passant
par P :

TP (S) = P +V ect
(
fu(u,v), fv(u,v)

)
=

{
f (u,v) +λfu(u,v) +µfv(u,v) | λ,µ ∈R

}
,

• Vecteur normal (unitaire) à S en P le vecteur :

N (u,v) =
fu(u,v)∧ fv(u,v)
∥ fu(u,v)∧ fv(u,v) ∥

.

Définition 1.2.5. Une surface d’angle constant dans E
3 est une surface dont le vecteur normal

unitaire fait un angle constant avec un champ de direction fixe.

1.2.2 Les deux formes quadratiques fondamentales

Soit

X : D −→ E
3

(u,v) 7−→ X(u,v),

une paramétrisation de la surface S. Au point P = X(u,v), le plan vectoriel tangent TP (S) est

dirigé par les vecteurs

∂P
∂u

=
∂X
∂u

(u,v) et
∂P
∂v

=
∂X
∂v

(u,v).

Un vecteur V de TP (S) s’écrit dans cette base comme V = λ∂P∂u +µ∂P∂v . text

∥ V ∥2 =
∥∥∥∥∥ λ∂P∂u +µ

∂P
∂v

∥∥∥∥∥2

=
∥∥∥∥∥ ∂P∂u

∥∥∥∥∥2

λ2 + 2
〈 ∂P
∂u
,
∂P
∂v

〉
λµ +

∥∥∥∥∥ ∂P∂v
∥∥∥∥∥2

µ2.

Définition 1.2.6. On appelle première forme quadratique fondamentale, la restriction à TP (S) de
la forme quadratique

IP : V 7−→ ∥ V ∥2,

on obtient
IP (V ) = IP

(
λ
∂P
∂u

+µ
∂P
∂v

)
= Eλ2 + 2Fλµ+Gµ2,

où

E =
∥∥∥∥∥∂P∂u

∥∥∥∥∥2

, F =
〈 ∂P
∂u
,
∂P
∂v

〉
, G =

∥∥∥∥∥∂P∂v
∥∥∥∥∥2

.
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Définition 1.2.7. On définit la seconde forme fondamentale comme étant la forme quadratique :

IIP : Tp(S) −→ R

w 7−→ − ⟨dPN (w),w⟩.

La deuxième forme fondamentale de S au point P définie sur Tp(S) est donnée par

IIP (V ) = lλ2 + 2mλµ+nµ2,

Où

l =
〈 ∂2P

∂u2 , N
〉
, m =

〈 ∂2P
∂u∂v

, N
〉
, n =

〈 ∂2P

∂v2 , N
〉
.

text
et N le vecteur normal à S en P .

1.2.3 Surface développable et surface minimale

Définition 1.2.8. Soient κ1 et κ2 les courbures principales d’une surface S. La courbure de gauss
et la courbure moyenne sont respectivement définies par :

K = κ1κ2,

et
H =

1
2

(κ1 +κ2).

Pour calculer la courbure de gauss et la courbure moyenne, nous utilisons la première et la

deuxième forme fondamentale de la surface S, définies par

IP (V ) = Eλ2 + 2Fλµ+Gµ2,

IIP (V ) = lλ2 + 2mλµ+nµ2.

Ensuite, nous adoptons la notation matricielle :

F1 =

E F

F G

 et F2 =

 l m

m n

 .
Par définition, les courbures principales sont les valeurs propres de F −1

1 F2. Le déterminant

de cette matrice est donc le produit κ1κ2, c’est-à-dire la courbure de Gauss K. Donc

K = det(F −1
1 F2)

= det(F1)−1 det(F2)

12



=
ln−m2

EG −F2 .

La trace de la matrice est la somme de ses valeurs propres, donc le double de la courbure

moyenne H. Après quelques calculs, on obtient

H =
1
2
trace ( F −1

1 F2 )

=
1
2
lG − 2mF +nE

EG −F2 .

Inversement, étant donné les courbures gaussiennes et moyennes K et H, on trouve

facilement les courbures principales κ1 et κ2, qui sont les racines de l’équation

κ2 − 2Hκ+K = 0,

i.e., H ±
√
H2 −K .

Définition 1.2.9. Soit S une surface (paramétrée) régulière, on dit qu’elle est minimale si sa
courbure moyenne est nulle en tout point, et on dit que S est développable si sa courbure de Gauss
est nulle en tout point.

1.3 Les invariants de Darboux d’une courbe tracée sur une

surface

1.3.1 Courbe tracée sur une surface

Soit S une surface régulière définie par

X : D ⊂R
2 −→ R

3

(u,v) −→ X(u,v),

de classe Ck (k ⩾ 1). et soit γ , l’arc plan défini par la paramétrisation

α : I ⊂R −→ D

t −→ (u(t),v(t)).

L’arc Γ défini par la paramétrisation

P : I ⊂R −→ R
3

t −→ (X ◦α)(t) = X(u(t),v(t)),

est dit arc tracé sur S.

13



1.3.2 Repère de Darboux et ses formules de dérivation

Définition 1.3.1. Soit γ une courbe régulière tracée sur S et s −→ P (s) une paramétrisation
normale de γ . On appelle repère de Darboux de γ , le repère(

P (s), τ(s), g(s),h(s)
)

associé au couple (P (s), τ(s)) où

(i) τ(s) = dP
ds vecteur tangent unitaire à γ ,

(ii) h(s) vecteur unitaire normal en P à S,

(iii) g(s) = h(s)∧ τ(s).

easily

• La fonction :

κn : s −→ κn(s) = h(s).
dτ
ds

= − τ.dh
ds

est appelée la courbure normale de γ .

• La fonction :

κg : s −→ κg(s) = g(s).
dτ
ds

= − τ.
dg

ds

est appelée la courbure géodésique de γ .

• La fonction :

θg : s −→ θg(s) = g(s).
dh
ds

= − h.
dg

ds

est appelée la torsion géodésique de γ .

easily

Il s’en suit les formules de Darboux :

dτ
ds

= κgg +κnh,

dg

ds
= −κgτ −θgh,

dh
ds

= −κnτ +θgg.
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CHAPITRE 2

DÉFINITION ET PREMIÈRES
PROPRIÉTÉS DES SURFACES DE

TRANSLATION

2.1 Définition

Une surface de translation est une surface qui peut être générée à partir de deux courbes

spatiales en déplaçant l’une d’entre elles parallèlement à elle-même de telle sorte que

chacun de ses points décrive une courbe qui est une translation de l’autre courbe. easily

Définition 2.1.1. Une surface S ⊂R
3 est dite surface de translation si S s’écrit localement comme

la somme de deux courbes spatiales :

X(u,v) = α(u) + β(v),

où α : I ⊂R→R
3 et β : J ⊂R→R

3.
Les courbes α et β sont appelées courbes génératrices de S. Si α et β sont des courbes planes, la
surface est dite surface de translation de type planaire.

2.2 Courbures sur les surfaces de translation

Soit X(u,v) une surface de translation dans l’espace euclidien de dimension 3, noté E
3

définie par :

X(u,v) = α(u) + β(v), (2.2.1)

15



où les variables u et v sont les paramètres de la longueur d’arc pour les deux courbes

génératrices α(u) et β(v), respectivement. Soit {tα,nα,bα} le repère de Frenet de la courbe

α, avec la courbure κα et la torsion τα. De même soit {tβ ,nβ ,bβ} le repère de Frenet de la

courbe β, avec la courbure κβ et la torsion τβ .

easily

En calculant les dérivées partielles de (2.2.1) par rapport à u et v respectivement, on obtient :

Xu =
∂X(u,v)
∂u

= α′(u)

= tα,

Xv =
∂X(u,v)
∂v

= β′(v)

= tβ .

Il s’en suit les composantes de la première forme fondamentale :

E = ⟨Xu ,Xu⟩ = ⟨tα, tα⟩ = 1, (2.2.2)

F = ⟨Xu ,Xv⟩ = ⟨tα, tβ⟩ =∥ tα ∥∥ tβ ∥ cos[φ(u,v)] = cos[φ(u,v)], (2.2.3)

G = ⟨Xv ,Xv⟩ = ⟨tβ , tβ⟩ = 1, (2.2.4)

où φ = φ(u,v) est l’angle entre les vecteurs tangents de α(u) et β(v). Le vecteur normal

unitaire de la surface de translation (2.2.1) est donné par :

N (u,v) =
Xu ∧Xv
∥ Xu ∧Xv ∥

=
tα ∧ tβ
∥ tα ∧ tβ ∥

=
tα ∧ tβ

∥ tα ∥∥ tβ ∥ sin[φ(u,v)]

=
tα ∧ tβ

sin[φ(u,v)]
. (2.2.5)

D’où les composantes de la deuxième forme fondamentale de X :

l = ⟨Xuu ,N ⟩

= ⟨t′α,N ⟩
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= ⟨καnα,N ⟩

= κα ∥ nα ∥ ∥N ∥ cos[θα(u,v)]

= κα cos[θα(u,v)], (2.2.6)

m = ⟨Xuv ,N ⟩

= ⟨0,N ⟩

= 0, (2.2.7)

n = ⟨Xvv ,N ⟩

= ⟨t′β ,N ⟩

= ⟨κβnβ ,N ⟩

= κβ ∥ nβ ∥ ∥N ∥ cos[θβ(u,v)]

= κβ cos[θβ(u,v)], (2.2.8)

où θα(u,v) et θβ(u,v) sont les angles entre N et nα, nβ , respectivement.

Remarque 2.2.1. Il est à noter que, pour les courbes dégénérées (κ = 0), la tangente, la normale
et la binormale sont supposées des vecteurs constants.

Théorème 2.2.2. Soit φ l’angle entre les vecteurs tangents tα et tβ . Pour la surface de translation
(2.2.1) nous avons :

(i) L’angle φ dépend des variables u et v, si et seulement si les deux courbes α = α(u) et β = β(v)

sont des courbes non dégénérées (κα , 0 et κβ , 0).

(ii) L’angle φ dépend uniquement de u si et seulement si κα , 0 et κβ = 0.

(iii) L’angle φ dépend uniquement de v si et seulement si κα = 0 et κβ , 0.

(iv) L’angle φ est constant si et seulement si les deux courbes α(u) et β(v) sont des courbes
dégénérées (κα = 0 et κβ = 0).

Démonstration. On a
⟨tα(u), tβ(v)⟩ = cos[φ(u,v)]

Il s’en suit les équivalences

(i) (u,v)→ φ(u,v) dépend de u et v
⇔ u→ tα(u) et v→ tβ(v) ne sont pas constants ( i.e. t′α(u) , 0 et t′β(v) , 0),
⇔ κα , 0 et κβ , 0.

(ii) (u,v)→ φ(u,v) = φ(u) ( φ ne dépend que de u ),
⇔ v→ tβ(v) est constant u→ tα(u) varie.
⇔ κα , 0 et κβ = 0.
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(iii) (u,v)→ φ(u,v) = φ(v) ( φ ne dépend que de v ),
⇔ κα = 0 et κβ , 0.

(iv) (u,v)→ φ(u,v) = cste ( φ ne dépend ni de u, ni de v ),
⇔ u→ tα(u) et v→ tβ(v) sont des constants,
⇔ κα = 0 et κβ = 0.

Lemme 2.2.3. Si les courbures des deux génératrices de la surface de translation (2.2.1) sont
nulles (κα = κβ = 0), alors les angles θα, θβ et φ sont constants.

Démonstration. Si κα = κβ = 0 , alors tα et tβ sont constants et dans ce cas, la normale
N =

tα∧tβ
∥tα∧tβ∥

est constante. Il s’en suit que les angles θα, θβ et φ définis par :

cosφ = ⟨tα, tβ⟩,

cosθα = ⟨N,nα⟩,

cosθβ = ⟨N,nβ⟩,

sont constants.

Proposition 2.2.4. La courbure gaussienne K, la courbure moyenne H et Les courbures
principales κ1 et κ2, de la surface de translation X, sont respectivement :

K = κ1κ2 =
κακβ cosθα cosθβ

sin2φ
,

H =
κ1 +κ2

2
=
κα cosθα +κβ cosθβ

2sin2φ
,

κ1 =
κα cosθα +κβ cosθβ

2sin2φ

(
1 +

[
1−

4κακβ cosθα cosθβ sin2φ

(κα cosθα +κβ cosθβ)2

]) 1
2
,

κ2 =
κα cosθα +κβ cosθβ

2sin2φ

(
1−

[
1−

4κακβ cosθα cosθβ sin2φ

(κα cosθα +κβ cosθβ)2

]) 1
2
.

Démonstration. On a

K =
ln−m2

EG −F2 .

En utilisant (2.2.2), (2.2.3), (2.2.4), (2.2.6), (2.2.7) et (2.2.8), on obtient :

K =
κακβ cosθαcosθβ

1− cos2φ(u,v)
,

=
κακβ cosθα cosθβ

sin2φ
. (2.2.9)
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On a
H =

En+Gl − 2Fm
2(EG −F2)

.

En utilisant (2.2.2), (2.2.3), (2.2.4), (2.2.6), (2.2.7) et (2.2.8), on obtient :

H =
κ1 +κ2

2
=
κα cosθα +κβ cosθβ

2sin2φ
. (2.2.10)

Et on a
κ1 =H +

√
H2 −K

κ2 =H −
√
H2 −K

En utilisant (2.2.9), et (2.2.10), on obtient :

κ1 =
κα cosθα +κβ cosθβ

2sin2φ

((κα cosθα +κβ cosθβ
2sin2φ

)2
−
κακβ cosθα cosθβ

sin2φ

) 1
2

=
κα cosθα +κβ cosθβ

2sin2φ

(
1 +

[
1−

4κακβ cosθα cosθβ sin2φ

(κα cosθα +κβ cosθβ)2

]) 1
2
,

et

κ2 =
κα cosθα +κβ cosθβ

2sin2φ

(
1−

[
1−

4κακβ cosθα cosθβ sin2φ

(κα cosθα +κβ cosθβ)2

]) 1
2
.

Théorème 2.2.5. Si l’une des courbes génératrices est une courbe dégénérée, alors la surface de
translation générée par les deux courbes spatiales est une surface développable.

Démonstration. Si κα = 0 (resp. κβ = 0), alors d’après la formule (2.2.9), K = 0.

Lemme 2.2.6. La surface de translation générée par deux courbes spatiales dans l’espace euclidien
E

3 est développable si seulement si l’une des conditions suivantes est satisfaite :

(i) L’angle φ ne dépend que de u.

(ii) L’angle φ ne dépend que de v.

(iii) L’angle φ est constant.

Démonstration. On a

K =
κακβ cosθα cosθβ

sin2φ
.

En effet si φ dépend de u et v, d’après ce qui précède κα , 0, κβ , 0 et les angles θα et θβ aussi
varient, et par suite la surface n’est pas développable. et on conclut grâce au théorème (2.2.2).

Théorème 2.2.7. La surface de translation X générée par deux courbes spatiales dans l’espace
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euclidien E
3 est une surface minimale si et seulement si

cos[θα(u,v)]
cos[θβ(u,v)]

= −
κβ(v)

κα(u)
.

Démonstration. Soit X une surface minimale, alors H = 0, ce qui est équivalent d’après (2.2.10)
à

κα cos[θα(u,v)] +κβ cos[θβ(u,v)] = 0

soit

κα cos[θα(u,v)] = −κβ cos[θβ(u,v)]

ce qui équivalent à

cos[θα(u,v)]
cos[θβ(u,v)]

= −
κβ(v)

κα(u)
.

Corollaire 2.2.8. Si la surface de translation X est minimale, alors la courbure gaussienne est
donnée par :

K = −
(κα(u)cos[θα(u,v)]

sinφ(u,v)

)2
.

Démonstration. Si la surface de translation X est minimale, alors d’après le théorème (2.2.7), il
vient :
Soit

cos[θα(u,v)]
cos[θβ(u,v)]

= −
κβ(v)

κα(u)

cos[θβ(u,v)] = −κα(u)cos[θα(u,v)]
κβ(v)

,

d’où

θβ(u,v) = cos−1
[
− κα(u)cos[θα(u,v)]

κβ(v)

]
. (2.2.11)

On reportant l’équation (2.2.11) dans l’équation (2.2.9), on obtient :

K = −
κακβ cos[θα(u,v)] κα(u)cos[θα(u,v)]

κβ(u)

sin2[φ(u,v)]

=
−κ2

α cos2[θα(u,v)]

sin2[φ(u,v)]

= −
(κα cos[θα(u,v)]

sin[φ(u,v)]

)2
.
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2.3 Classification de quelques points sur la surface de

translation

Dans cette section nous étudierons comment la courbure normale en un point d’une surface

varie lorsqu’un vecteur tangent unitaire varie. On sait q’une surface régulière paramétrée

par X : Ω −→ E
3 (où Ω est un sous ensemble ouvert et connexe du plan) a deux courbures

principales κ1(u,v) et κ2(u,v) en chaque point P = X(u,v) de la surface.

easily

Si κ1(u,v) ≤ κ2(u,v), alors κ1(u,v) est le minimum des courbures normales dans différentes

directions en P , tandis que κ2(u,v) est le maximum entre eux.

easily

Si κ1(u,v) < κ2(u,v), alors les directions principales correspondant à κ1(u,v) et κ2(u,v) sont

définies de manière unique, cependant si κ1 = κ2 alors la courbure normale est constante

dans toutes les directions et chaque direction est principale.

easily

En rappelant que EG − F2 est toujours strictement positif, on peut classer certains points

particuliers tels qu’elliptiques, hyperboliques, paraboliques, singuliers ainsi qu’omblicaux

sur la surface X, en fonction de la valeur de la courbure gaussienne K, et les valeurs des

courbures principales κ1(u,v) et κ2(u,v)

easily

Définition 2.3.1. Soit S une surface et P un point de S

(i) P est elliptique si ln−m2 > 0, ou de manière équivalente K > 0.

(ii) P est hyperbolique si ln−m2 < 0, ou de manière équivalente K < 0.

(iii) P est parabolique si ln −m2 = 0 et l2 +m2 + n2 > 0 ou de manière équivalente K = 0, avec
κ1(u,v) , 0 ou κ2(u,v) , 0, c’est-à- dire q’une seule parmi les courbures principales est égale
à zéro.

(iv) P est ombilical (ou ombilic) si les courbures principales à P sont égales, et un point ombilical
P est dit sphérique si κ1 = κ2 , 0, et plat (planaire) si κ1 = κ2 = 0.

Définition 2.3.2. Un point P est un point ombilical si et seulement si H2 −K = 0 en ce point.

Définition 2.3.3. Soit α(u) une courbe dans l’espace euclidien E
3 tracée sur une surface S.

(i) α(u) est une droite asymptotique si et seulement si la courbure normale κn s’annule.

(ii) α(u) est une droite principale si et seulement si la torsion géodésique τg s’annule.

(iii) α(u) est une courbe géodésique si et seulement si la courbure géodésique κg s’annule.

easily

En désignant toujours par X la surface de translation définie par

X(u,v) = α(u) + β(v),
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et en tenant compte de la formule (2.2.9), donnant la courbure de K en fonction des

courbures des courbes α et β :

K = κ1κ2 =
κακβ cosθα cosθβ

sin2φ
,

il vient :

easily

Premier cas : le point P est un point elliptique de la surface X si et seulement si K > 0, et

par suite les courbures principales de la surface X, κ1 et κ2 sont de mêmes signes.

Dans ce cas κακβ cosθα cosθβ > 0.

Si κα et κβ ont le même signe, alors θα et θβ ∈ [0, π2 [ ou θα et θβ ∈ [π2 ,π[. Lorsque κα et

κβ sont de signes opposés, alors θα ∈ [0, π2 [ et θβ ∈ [π2 ,π[ ou θα ∈ [π2 ,π[ et θβ ∈ [0, π2 [.

Deuxième cas : le point P est un point hyperbolique de la surface X si et seulement si

K < 0, et par suite les courbures principales de la surface X, κ1 et κ2 sont de signes

opposés. Dans ce cas κακβ cosθα cosθβ < 0. Si κα et κβ ont le même signe, alors

θα ∈ [0, π2 [ et θβ ∈ [π2 ,π[ ou θα ∈ [π2 ,π[ et θβ ∈ [0, π2 [. lorsque κα et κβ sont de signes

opposés, alors θα et θβ ∈ [0, π2 [ ou θα et θβ ∈ [π2 ,π[.

Troisième cas : le point P est un point parabolique de la surface X si et seulement si K = 0.

Dans ce cas κακβ cosθα cosθβ = 0, et par suite l’un des cas suivants est satisfait :

κα = 0 ou κβ = 0 ou cosθα cosθβ = 0.

Si κα = 0 ou κβ = 0, alors κ1 , 0 et κ2 = 0.

Si cosθα = 0 ou cosθβ = 0, alors κ1 , 0 et κ2 = 0.

Si cosθα = 0 et cosθβ = 0, dans ce cas κ1 = κ2 = 0 et le point P est un point plat de la

surface X.

Quatrième cas : le point P est un point ombilical de la surface X si et seulement si H2−K =

0 . D’après ce qui précède, on obtient

H2 −K =
(κα cosθα +κβ cosθβ

2sin2φ

)2
−
κακβ cosθα cosθβ

sin2φ

=
1

4sin4φ

[
κ2
α cos2θα +κ2

β cos2θβ + 2κακβ cosθα cosθβ(1− 2sin2φ)
]

= 0.

Sur la base de l’équation ci-dessus, le point P est un point ombilical de la surface X si

et seulement si l’une des conditions suivantes est satisfaite :

(i) κα = κβ = 0, ce qui implique d’après (2.2.9), et (2.2.10) que les courbures

gaussienne et moyenne sont nulles. Dans ce cas le point P est un point planaire

et κ1 = κ2 = 0.
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(ii) κα = 0 et θβ = π
2 (2n + 1) n ∈ Z, ce qui implique d’après (2.2.9), et (2.2.10) que

K =H = 0 et le point P est un point planaire, (κ1 = κ2 = 0).

(iii) κβ = 0 et θα = π
2 (2n + 1) n ∈ Z, ce qui implique d’après (2.2.9), et (2.2.10) que

K =H = 0 et le point P est aussi un point planaire, (κ1 = κ2 = 0).

(iv) Si θα = θβ = π
2 (2n + 1) n ∈ Z, alors d’après (2.2.9), et (2.2.10) K = H = 0,

(κ1 = κ2 = 0).

Théorème 2.3.4. Si la surface X n’est pas une surface développable alors il n’y a pas des points
ombilicaux sur cette surface dans l’espace 3-euclidien.

Démonstration. Si la surface X n’est pas développable, alors K , 0 et d’après ce qui précède il
n’y a pas des points ombilicaux sur cette surface.

Définition 2.3.5. Les points singuliers de la surface de translation X sont les points tels que

Xu ∧Xv = 0.

Théorème 2.3.6. Le point X(u0,v0) de la surface de translation X(u,v) est un point singulier si
et seulement si

sin[φ(u0,v0)] = 0.

Démonstration. En effet, on a :

∥ Xu ∧Xv ∥=∥ Xu ∥ ∥ Xv ∥ sin[φ(u,v)].

Théorème 2.3.7. Si le point X(u0,v0) de la surface de translation X(u,v) est un point singulier,
alors l’angle entre les vecteurs tangents de α(u0) et β(v0) est égale à nπ, n ∈Z.

Démonstration. SoitX(u0,v0) un point singulier de la surface de translation (2.2.1) donc d’après
le théorème (2.3.6) on a sin[φ(u0,v0)] = 0.

Si sin[φ(u0,v0)] = 0, alors φ(u0,v0) = nπ, n ∈ Z, ainsi l’angle entre les vecteurs tangents des
courbes génératrices α et β vaut nπ, n ∈Z.

Exemple 2.3.8. Soit S la surface de translation (qui n’est pas minimale) définie par (2.2.1) où α
et β sont deux hélices circulaires :

α(u) =
(
sin

[u
2

]
, cos

[u
2

]
− 1,

√
3u
2

)
,

β(v) =
(
cos

[v
3

]
− 1, sin

[v
3

]
,

2
√

2v
3

)
.

En calculant les dérivées partielles par rapport à u et v, on obtient :

Xu =
(1
2

cos
u
2
, −1

2
sin

u
2
,

√
3

2

)
,
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Xuu = −1
4

(
sin

u
2
, cos

u
2
, 0

)
.

De même

Xv =
(
− 1

3
sin

v
3
,

1
3

cos
v
3
,

2
√

2
3

)
,

Xvv = −1
9

(
cos

v
3
, sin

v
3
, 0

)
.

Les composantes de première forme fondamentale de cette surface sont données par :

E = ⟨Xu ,Xu⟩ = 1,

F = ⟨Xu ,Xv⟩ =

√
2
3
− 1

6
sin

[3u + 2v
6

]
,

G = ⟨Xv ,Xv⟩ = 1.

Alors, le vecteur normal unitaire de cette surface de translation est donné par :

N (u,v) =
Xu ∧Xv
∥ Xu ∧Xv ∥

N (u,v) =
−4sin u

2 −
√

6cos u3 , −4cos u2 −
√

6sin v
3 ,
√

2cos
[

3u+2v
6

]√
23 + cos

[
3u+2v

3

]
+ 8
√

6sin
[

3u+2v
6

]
Les composantes de la deuxième forme fondamentale sont données par :

l = ⟨Xuu ,N ⟩ =
4 +
√

6sin
[

3u+2v
6

]
4
√

23 + cos
[

3u+2v
3

]
+ 8
√

6sin
[

3u+2v
6

] ,

m = ⟨Xuv ,N ⟩ = 0,

n = ⟨Xvv ,N ⟩ =

√
6 + 4sin

[
3u+2v

6

]
9
√

23 + cos
[

3u+2v
3

]
+ 8
√

6sin
[

3u+2v
6

] .

A l’origine, on obtient :

E = G = 1, F =

√
2
3
, l =

1

2
√

6
, m = 0, n =

1
18
.
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Puisque on a ln−m2 > 0, ainsi que K > 0, alors l’origine est un point elliptique.

easily

Exemple 2.3.9. Soit la surface de translation S, un cylindre défini par (2.2.1), tel que l’une de
ses génératrices est un cercle de rayon a et l’autre est une droite perpendiculaire au plan du cercle.
Ces deux courbes peuvent s’écrire ainsi :

α(u) =
(
acos(u), asin(u),0

)
,

β(v) =
(
0,0,v

)
.

Pour ces courbes, on peut facilement obtenir ce qui suit

E = ⟨Xu ,Xu⟩ =
〈(
− asin(u), acos(u),0

)
,
(
− asin(u), acos(u),0

)〉
= a2,

F = ⟨Xu ,Xv⟩ =
〈(
− asin(u), acos(u),0

)
,
(
0,0,1

)〉
= 0,

G = ⟨Xv ,Xv⟩ =
〈(

0,0,1
)
,
(
0,0,1

)〉
= 1,

et

l = ⟨Xuu ,N ⟩

=
〈(
− acos(u),−asin(u),0

)
,
(
cos(u),sin(u),0

)〉
= a,

m = ⟨Xuv ,N ⟩ = 0,

n = ⟨Xvv ,N ⟩ = 0.
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Il s’en suit
K = 0, H = − 1

2a
, κ1 = 0, κ2 = −1

a
.

Puisque on a ln−m2 = 0 et l2 +m2 + n2 > 0, alors, tous les points du cylindre sont des points
paraboliques.

easily

Exemple 2.3.10. Soit S une surface translatée de l’espace euclidien E
3, alors S s’écrit comme

X(u,v) = α(u) + β(v),

avec les courbes génératrices
α(u) =

(
u3,0,0

)
, u ∈ [−1,1],

β(v) =
(
0,v3,0

)
, v ∈ [−1,1].

En calculant les dérivées partielles de (2.2.1) par rapport à u et v respectivement, on obtient

Xu =
(
3u2,0,0

)
,

Xv =
(
0,3v2,0

)
.

Alors
Xu ∧Xv =

(
0,0,9u2v2

)
.

A l’origine, par un simple calcul, on peut obtenir :

Xu ∧Xv =
(
0,0,0

)
.

Puisque Xu ∧Xv = 0, l’origine est donc un point singulier.
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easily

Exemple 2.3.11. La surface de Scherk, obtenue par H. Scherk en 1834, est la seule surface
minimale non développable pouvant être présentée comme une surface de translation de type
planaire. La surface de Scherk est donnée par (2.2.1) avec des courbes génératrices définies par :

α(u) =
(
u,0,−1

a
log[cos[au]]

)
,

β(v) =
(
0,v,

1
a
log[cos[av]]

)
.

Pour les courbes génératrices, on a
tα =

(
cos[au],0,sin[au]

)
,

nα =
(
− sin[au],0,cos[au]

)
,

bα =
(
0,−1,0

)
,

tβ =
(
0,cos[av],−sin[av]

)
,

nβ = −
(
0,sin[av],cos[av]

)
,

bβ =
(
− 1,0,0

)
.

Alors, le vecteur normal unitaire est donné par

N (u,v) =
Xu ∧Xv
∥ Xu ∧Xv ∥

N (u,v) =

(
cos[au],0,sin[au]

)
∧

(
0,cos[av],−sin[av]

)
∥
(
cos[au],0,sin[au]

)
∧

(
0,cos[av],−sin[av]

)
∥

=

(
− sin[au]cos[av] , cos[au]sin[av] , cos[au]cos[av]

)
sin[φ(u,v)]

,

avec
sin[φ(u,v)] =

√
1− sin2[au]sin2[av].
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D’autre part, les composantes E, F et G de la première forme fondamentale et l, m et n de la
deuxième forme fondamentale sont données par

E = ⟨Xu ,Xu⟩ =
1

cos2[au]

F = ⟨Xu ,Xv⟩ = − tan[au] tan[av],

G = ⟨Xv ,Xv⟩ =
1

cos2[av]
,

et

l = ⟨Xuu ,N ⟩

=
a

cos2[au]
√

1
cos2[av] + tan2[au]

,

m = ⟨Xuv ,N ⟩ = 0,

n = ⟨Xvv ,N ⟩

=
−a

cos2[av]
√

1
cos2[av] + tan2[au]

.

Il s’en suit que la courbure gaussienne de la surface de Scherk est :

K = −
( acos[au]cos[av]

1− sin2[au]sin2[av]

)2
.

easily
Et La courbure moyenne est nulle, c’est-à-dire H = 0.

A l’origine, nous avons

E = G = 1, F = 0, l = − n = a, m = 0, K = − a2.

Puisque la courbure gaussienne est négative à l’origine K < 0, alors l’origine est un point
hyperbolique.
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CHAPITRE 3

SURFACES DE TRANSLATION
GÉNÉRÉES PAR DES INDICATRICES

SPHÉRIQUES DE COURBES
RÉGULIÈRES

Notons par E
3 un espace euclidien à 3 dimensions et par u → α(u) et v → β(v) des

courbes non dégénérées paramétrisées par longueur d’arc. Désignons par {tα,nα,bα,κα, τα}
et {tβ ,nβ ,bβ , ,κβ , τβ} les invariants de Frenet des courbes α et β, respectifs.

Dans ce chapitre, on définit les surfaces de translation générées par les indicatrices

tangentes, respectivement les indicatrices normales principales et les indicatrices

binormales des courbes α et β on détermine quelques-unes de leurs caractérisations.

3.1 Surfaces de translation générées par les indicatrices

tangentes de courbes régulières de E
3

La surface de translation engendrée par les indicatrices tangentes des courbes α et β est

définie par :

M1 : X(u,v) = tα(u) + tβ(v). (3.1.1)

En calculant les dérivées partielles par rapport à u et v de la surface de translation donnée

par la paramétrisation (3.1.1), on obtient :

Xu =
∂X(u,v)
∂u

= t′α(u)
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= καnα,

Xv =
∂X(u,v)
∂v

= t′β(v)

= κβnβ .

Ainsi, les composantes de la première forme fondamentale de la surface M1 sont :

E = ⟨Xu ,Xu⟩ = ⟨καnα,καnα⟩ = κ2
α, (3.1.2)

F = ⟨Xu ,Xv⟩ = ⟨καnα,κβnβ⟩ = κακβ cos[φ(u,v)], (3.1.3)

G = ⟨Xv ,Xv⟩ = ⟨κβnβ ,κβnβ⟩ = κ2
β , (3.1.4)

où φ = φ(u,v) est la fonction d’angle entre nα et nβ . Alors, le vecteur normal unitaire de la

surface de translation M1 est donné par :

N (u,v) =
Xu ∧Xv
∥ Xu ∧Xv ∥

=
κακβ(nα ∧nβ)

∥ κακβ(nα ×nβ) ∥

=
κακβ(nα ∧nβ)

κακβ ∥ nα ∥∥ nβ ∥ sin[φ(u,v)]

=
nα ∧nβ

sin[φ(u,v)]
(3.1.5)

Comme la surface M1 est régulière, on a sin[φ(u,v)] , 0.

Le vecteur normal principal de la courbe α peut être exprimé comme une combinaison

linéaire de {tβ ,nβ ,bβ} comme :

nα = µ1tβ +µ2nβ +µ3bβ . (3.1.6)

On a φ = φ(u,v) la fonction d’angle entre nα et nβ . Notons par γ = γ(u,v) la fonction d’angle

entre tβ et la projection de nα sur le plan {tβ ,bβ}.
D’après la figure 1 ci-dessous, on a :

cos[φ(u,v)] =
µ2

r
=⇒ µ2 = r cos[φ(u,v)] =⇒ µ2 = cos[φ(u,v)]

car

r = ∥ nα ∥ = 1,
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et

sin[φ(u,v)] =
l
r

=⇒ l = sin[φ(u,v)].

easily

Figure 1
easily

D’autre part

cos[γ(u,v)] =
µ1

l
=⇒ µ1 = l cos[γ(u,v)],

sin[γ(u,v)] =
µ3

l
=⇒ µ3 = l sin[γ(u,v)].

On en déduit

µ1 = ⟨nα, tβ⟩ = sin[φ(u,v)]cos[γ(u,v)],

µ2 = ⟨nα,nβ⟩ = cos[φ(u,v)],

µ3 = ⟨nα,bβ⟩ = sin[φ(u,v)]sin[γ(u,v)]. (3.1.7)

De même, le vecteur normal principal de la courbe β peut être exprimé comme une

combinaison linéaire de {tα,nα,bα} comme :

nβ = λ1tα +λ2nα +λ3bα, (3.1.8)

avec

λ1 = ⟨nβ , tα⟩ = sin[φ(u,v)]cos[θ(u,v)],

λ2 = ⟨nβ ,nα⟩ = cos[φ(u,v)],

λ3 = ⟨nβ ,bα⟩ = sin[φ(u,v)]sin[θ(u,v)], (3.1.9)

où θ = θ(u,v) est la fonction d’angle entre tα et la projection de nβ sur le plan {tα,bα}.
Donc on peut obtenir le vecteur normal unitaire N de la surface M1 de deux manières

32



différentes.

Soit

N (u,v) =
nα ∧nβ

sin[φ(u,v)]
,

easily

en utilisant (3.1.8) et (3.1.9), et en notant par N1 le vecteur N , il vient :

N1(u,v) =
nα ∧ (λ1tα +λ2nα +λ3bα)

sin[φ(u,v)]

=
λ3tα −λ1bα
sin[φ(u,v)]

=
sin[φ(u,v)]sin[θ(u,v)]tα − sin[φ(u,v)]cos[θ(u,v)]bα

sin[φ(u,v)]

= sin[θ(u,v)]tα − cos[θ(u,v)]bα. (3.1.10)

De même en utilisant (3.1.6) et (3.1.7), et en notant cette fois ci parN2 le vecteurN , il vient :

N2(u,v) =
(µ1tβ +µ2nβ +µ3bβ)∧nβ

sin[φ(u,v)]

=
−µ3tβ +µ1bβ
sin[φ(u,v)]

=
−sin[φ(u,v)]sin[γ(u,v)]tβ + sin[φ(u,v)]cos[γ(u,v)]bβ

sin[φ(u,v)]

= −sin[γ(u,v)]tβ + cos[γ(u,v)]bβ . (3.1.11)

En calculant les dérivées partielles secondes de X(u,v), on trouve :

Xuu =
∂2X(u,v)
∂u2

= (καnα)′

= κ′αnα +καn
′
α

= κ′αnα +κα(−καtα + ταbα)

= −κ2
αtα +κ′αnα +καταbα,

Xuv = Xvu = 0,

Xvv =
∂2X(u,v)
∂u2
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= (κβnβ)′

= κ′βnβ +κβn
′
β

= κ′βnβ +κβ(−κβtβ + τβbβ)

= −κ2
βtβ +κ′βnβ +κβτβbβ .

Les composantes de la deuxième forme fondamentale de la surface M1 sont :

l = ⟨Xuu ,N ⟩

= ⟨Xuu ,N1⟩

=
〈
−κ2

αtα +κ′αnα +καταbα,sin[θ(u,v)]tα − cos[θ(u,v)]bα
〉

= −κ2
α

[
cos[θ(u,v)]

τα
κα

+ sin[θ(u,v)]
]
, (3.1.12)

m = ⟨Xuv ,N ⟩

= 0, (3.1.13)

n = ⟨Xvv ,N ⟩

= ⟨Xvv ,N2⟩

=
〈
−κ2

βtβ +κ′βnβ +κβτβbβ ,−sin[γ(u,v)]tβ + cos[γ(u,v)]bβ
〉

= κ2
β

[
cos[γ(u,v)]

τβ
κβ

+ sin[γ(u,v)]
]
. (3.1.14)

Proposition 3.1.1. La courbure gaussienne K et la courbure moyenne H de la surface de
translation M1 sont respectivement :

K = −

[
cos[θ(u,v)] τακα + sin[θ(u,v)]

][
cos[γ(u,v)]

τβ
κβ

+ sin[γ(u,v)]
]

sin2[φ(u,v)]
, (3.1.15)

H =
−
[
cos[θ(u,v)] τακα + sin[θ(u,v)]

]
+
[
cos[γ(u,v)]

τβ
κβ

+ sin[γ(u,v)]
]

2sin2[φ(u,v)]
. (3.1.16)

easily

Démonstration. On a

K =
ln−m2

EG −F2 .
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En utilisant (3.1.2), (3.1.3), (3.1.4), (3.1.12), (3.1.14) et (3.1.13), on obtient :

K = −
κ2
ακ

2
β

[
cos[θ(u,v)] τακα + sin[θ(u,v)]

][
cos[γ(u,v)]

τβ
κβ

+ sin[γ(u,v)]
]

κ2
ακ

2
β −κ

2
ακ

2
β cos2[φ(u,v)]

= −

[
cos[θ(u,v)] τακα + sin[θ(u,v)]

][
cos[γ(u,v)]

τβ
κβ

+ sin[γ(u,v)]
]

1− cos2[φ(u,v)]

= −

[
cos[θ(u,v)] τακα + sin[θ(u,v)]

][
cos[γ(u,v)]

τβ
κβ

+ sin[γ(u,v)]
]

sin2[φ(u,v)]
.

On a

H =
En+Gl − 2Fm

2(EG −F2)
.

En utilisant (3.1.2), (3.1.3), (3.1.4), (3.1.12), (3.1.14) et (3.1.13), on obtient :

H =
−κ2

βκ
2
α

[
cos[θ(u,v)] τακα + sin[θ(u,v)]

]
+κ2

ακ
2
β

[
cos[γ(u,v)]

τβ
κβ

+ sin[γ(u,v)]
]

2(κ2
ακ

2
β −κ

2
ακ

2
β cos2[φ(u,v)])

=
−
[
cos[θ(u,v)] τακα + sin[θ(u,v)]

]
+
[
cos[γ(u,v)]

τβ
κβ

+ sin[γ(u,v)]
]

2(1− cos2[φ(u,v)])

=
−
[
cos[θ(u,v)] τακα + sin[θ(u,v)]

]
+
[
cos[γ(u,v)]

τβ
κβ

+ sin[γ(u,v)]
]

2sin2[φ(u,v)]
.

Théorème 3.1.2. Si la surface M1 est développable, alors

cos[θ(u,v)]
τα
κα

+ sin[θ(u,v)] = 0 ou cos[γ(u,v)]
τβ
κβ

+ sin[γ(u,v)] = 0. (3.1.17)

Démonstration. Si la surface M1 est développable, sa courbure gaussienne est nulle i.e. K = 0.

Théorème 3.1.3. Si la surface M1 est développable, alors l’angle θ[(u,v)] est une fonction qui ne
dépend que de u ou l’angle γ[(u,v)] est une fonction qui ne dépend que de v.

Démonstration. Si la surface M1 est développable. alors (3.1.17) est vérifié.

Si cos[θ(u,v)]
τα
κα

+ sin[θ(u,v)] = 0, alors
τα
κα

= − sin[θ(u,v)]
cos[θ(u,v)]

= − tan[θ(u,v)],

et par suite l’angle θ(u,v) est une fonction de u.

De même
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Si cos[γ(u,v)]
τβ
κβ

+ sin[γ(u,v)] = 0, alors
τβ
κβ

= −
sin[γ(u,v)]
cos[γ(u,v)]

= − tan[γ(u,v)],

et l’angle γ(u,v) est une fonction de v.

Théorème 3.1.4. Si la surface M1 est développable et si les courbes α et β sont des hélices, alors
l’un des angles θ ou γ est constant.

Remarque 3.1.5. l’hélice est une courbe dont la tangente en chaque point fait un angle constant
avec une direction donnée et est caractérisée par le rapport torsion courbure τ

κ constant.

Démonstration. On suppose que la surface M1 est développable, alors l’équation (3.1.17) est
satisfaite.

Si cos[θ(u,v)]
τα
κα

+ sin[θ(u,v)] = 0, alors
τα
κα

= − sin[θ(u,v)]
cos[θ(u,v)]

= − tan[θ(u,v)],

et alors tan[θ(u,v)] est constante et cela implique que θ est constant.

De même

Si cos[γ(u,v)]
τβ
κβ

+ sin[γ(u,v)] = 0, alors
τβ
κβ

= −
sin[γ(u,v)]
cos[γ(u,v)]

= − tan[γ(u,v)],

et si β est une hélice, tan[γ(u,v)] est constante et cela implique que γ est constant.

Théorème 3.1.6. Si la surface M1 est développable et si les courbes α et β sont des courbes planes
alors les angles θ = πk ou γ = πk, (k ∈Z).

Démonstration. Si α et β sont des courbes planes, alors τα = 0 et τβ = 0. Comme on suppose M1

développable, on obtient d’après (3.1.17) que :

sin[θ(u,v)] = 0 ou sin[γ(u,v)] = 0.

Si sin[θ(u,v)] = 0, alors θ = πk, (k ∈Z). et si sin[γ(u,v)] = 0, alors γ = πk, (k ∈Z).

Théorème 3.1.7. Si la surface M1 est développable, et si les courbes α et β sont des hélices, alors
la surface M1 est une surface d’angle constant.

Démonstration. On suppose que la surface M1 est développable et que les courbes α et β sont
des hélices. D’après le théorème (3.1.4), γ = γ0 ou θ = θ0 sont des angles constants.

Sans perdre en généralité, on suppose que θ est constant.
Puisque α est une hélice, alors il existe une direction constante unitaire uα qui fait un angle
constant avec le vecteur tangent unitaire tα de la courbe α. Alors

⟨tα,uα⟩ = cosδ0 = constante
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On peut donc définir uα comme suit

uα = cosδ0tα + sinδ0bα. (3.1.18)

En utilisant (3.1.10) et (3.1.18) , on obtient

⟨N1,uα⟩ = ⟨sinθ0tα − cosθ0bα,cosδ0tα + sinδ0bα⟩

= sinθ0 cosδ0 − cosθ0 sinδ0

= constante.

D’après la définition (1.2.5) , la démonstration est achevée.

Théorème 3.1.8. Si la surface M1 est minimale, alors

cos[θ(u,v)]
τα
κα

+ sin[θ(u,v)] = cos[γ(u,v)]
τβ
κβ

+ sin[γ(u,v)]

Démonstration. Si la surface M1 est minimale, sa courbure moyenne est nulle, i.e. H = 0.

Exemple 3.1.9. Soient α et β des courbes de E3 définies par :

α(u) =
(
cos

[ u
√

5

]
,

2u
√

5
, sin

[ u
√

5

])
,

β(v) =
1
2

(
v +
√

1 + v2 ,
(
v +
√

1 + v2
)−1

,
√

2ln
(
v +
√

1 + v2
))
,

où α et β sont des courbes paramétrées par longueur d’arc. En calculant les indicatrices tangentes
de la courbe α et β, on obtient :

tα(u) =
1
√

5

(
− sin

[ u
√

5

]
, 2 , cos

[ u
√

5

)
,

tβ(v) =
(v +

√
1 + v2

√
1 + v2

, − 1
√

1 + v2(v +
√

1 + v2)
,

cos
[
u√
5

]
√

5
+

√
2

2
√

1 + v2

)
.

La surface de translation engendrée par les indicatrices tangentes tα et tβ des courbes α et β est
donnée par :

M1(u,v) = tα(u) + tβ(v).

Il s’en suit

M1(u,v) =
(
−

sin
[
u√
5

]
√

5
+
v +
√

1 + v2
√

1 + v2
,

2
√

5
− 1

2
√

1 + v2(v +
√

1 + v2)
,

cos
[
u√
5

]
√

5
+

√
2

2
√

1 + v2

)
.
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easily
Figure 3.1. Surface de translation générée par les indicatrices tangentes des courbes

spatiales

3.2 Surfaces de translation générées par les indicatrices

normales principales de courbes régulières de E
3

La surface de translation engendrée par les indicatrices normales principales des courbes α

et β de E
3 est définie par :

M2 : X(u,v) = nα(u) + nβ(v). (3.2.1)

En calculant les dérivées partielles par rapport à u et v de la surface de translation donnée

par la paramétrisation (3.2.1), on obtient :

Xu =
∂X(u,v)
∂u

= n′α(u)

= −καtα + ταbα,

et

Xv =
∂X(u,v)
∂v

= n′β(v)

= −καtβ + ταbβ .
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Les champs de vecteurs de Frenet de la courbe α peuvent être écrits comme une combinaison

linéaire de tβ , nβ et bβ comme suit :

tα = λ1tβ +λ2nβ +λ3bβ (3.2.2)

nα = λ4tβ +λ5nβ +λ6bβ (3.2.3)

bα = λ7tβ +λ8nβ +λ9bβ (3.2.4)

De même, Les champs de vecteurs de Frenet de la courbe β peuvent être écrits comme une

combinaison linéaire de tα, nα et bα comme suit :

tβ = λ1tα +λ4nα +λ7bα (3.2.5)

nβ = λ2tα +λ5nα +λ8bα (3.2.6)

bβ = λ3tα +λ6nα +λ9bα (3.2.7)

avec

⟨tα, tβ⟩ = λ1, ⟨tα,nβ⟩ = λ2, ⟨tα,bβ⟩ = λ3,

⟨nα, tβ⟩ = λ4, ⟨nα,nβ⟩ = λ5, ⟨nα,bβ⟩ = λ6, (3.2.8)

⟨bα, tβ⟩ = λ7, ⟨bα,nβ⟩ = λ8, ⟨bα,bβ⟩ = λ9.

Par conséquent, les composantes de la première forme fondamentale de la surfaceM2 sont :

E = ⟨Xu ,Xu⟩

= ⟨−καtα + ταbα , −καtα + ταbα⟩

= κ2
α + τ2

α, (3.2.9)

F = ⟨Xu ,Xv⟩

= ⟨−καtα + ταbα , −κβtβ + τβbβ⟩

= κακβ⟨tα, tβ⟩ −κατβ⟨tα,bβ⟩ −κβτα⟨bα, tβ⟩+ τατβ⟨bα,bβ⟩

= κακβλ1 −κατβλ3 +κβταλ7 + τατβλ9

= κακβ(λ1 −
τβ
κβ
λ3)−κβτα(λ7 −

τβ
κβ
λ9), (3.2.10)

G = ⟨Xv ,Xv⟩

= ⟨−κβtβ + τβbβ , −κβtβ + τβbβ⟩
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= κ2
β + τ2

β . (3.2.11)

Le vecteur normal unitaire de la surface de translation M2 est :

N (u,v) =
Xu ∧Xv
∥ Xu ∧Xv ∥

=
(−καtα + ταbα)∧ (−κβtβ + ταbβ)

√
EG −F2

=
κακβ(tα ∧ tβ)−κατβ(tα ∧ bβ)− τακβ(bα ∧ tβ) + τατβ(bα ∧ bβ)

√
EG −F2

=
κακβ

[
(tα ∧ tβ)− τβ

κβ
(tα ∧ bβ)

]
− τακβ

[
(bα ∧ tβ)− τβ

κβ
(bα ∧ bβ)

]
√
EG −F2

, (3.2.12)

avec

EG −F2 = (κ2
α + τ2

α)(κ2
β + τ2

β )−
[
κακβ(λ1 −

τβ
κβ
λ3)− τακβ(λ7 −

τβ
κβ
λ9)

]2
.

En utilisant (3.2.5), (3.2.7) et (3.2.12), le vecteur normal unitaire de la surface M2 peut être

exprimé comme suit :

N1(u,v) =
κακβ

[(
tα ∧ (λ1tα +λ4nα +λ7bα)

)
− τβ
κβ

(
tα ∧ (λ3tα +λ6nα +λ9bα)

)]
√
EG −F2

−
τακβ

[
(bα ∧

(
λ1tα +λ4nα +λ7bα)

) τβ
κβ

(
bα ∧ (λ3tα +λ6nα +λ9bα)

)]
√
EG −F2

=
κακβ

[
(−λ7nα +λ4bα)− τβ

κβ
(−λ9nα +λ6bα)− τα

κα
(−λ4tα +λ1nα) +

τατβ
κακα

(−λ6tα +λ3nα)
]

√
EG −F2

=
κακβ

[
τα
κα

(λ4 −
τβ
κβ
λ6)tα − [(λ7 −

τβ
κβ
λ9) + τα

κα
(λ1 −

τβ
κβ
λ3)]nα + (λ4 −

τβ
κβ
λ6)bα

]
√
EG −F2

.

easily

Et en utilisant (3.2.2), (3.2.4) et (3.2.12), le vecteur normal unitaire de la surface M2 est

exprimé comme suit :

N2(u,v) =
κακβ

[(
(λ1tβ +λ2nβ +λ3bβ)∧ tβ

)
− τβ
κβ

(
(λ1tβ +λ2nβ +λ3bβ)∧ bβ

)]
√
EG −F2

−
τακβ

[(
(λ7tβ +λ3nβ +λ9bβ)∧ tβ

)
− τβ
κβ

(
(λ7tβ +λ8nβ +λ9bβ)∧ bβ

)]
√
EG −F2
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=
κακβ

[
(λ3nβ −λ2nβ)− τβ

κβ
(λ2tβ +λ1nβ)− τα

κα
(λ9nβ +λ8bβ) +

τβτα
κβκα

(λ8tβ +λ7nβ)
]

√
EG −F2

=
κακβ

[ τβ
κβ

( τακαλ8 −λ2)tβ + [(λ3 + τα
κα
λ1)− τα

κα
(λ9 +

τβ
κβ
λ7)]nβ + ( τακαλ8 −λ2)bβ

]
√
EG −F2

.

easily

En calculant les dérivées partielles secondes, on trouve :

Xuu =
∂2X(u,v)
∂u2

= (−καtα + ταbα)′

= −κ′αtα −καt′α + τ ′αbα + ταb
′
α

= −κ′αtα − (κ2
α + τ2

α)nα + τ ′αbα,

Xuv = Xvu = 0,

Xvv =
∂2X(u,v)
∂v2

= (−κβtβ + τβbβ)′

= −κ′βtβ −κβt
′
β + τ ′βbβ + τβb

′
β

= −κ′βtβ − (κ2
β + τ2

β )nβ + τ ′βbβ .

Par conséquent, les composantes de la deuxième forme fondamentale de la surface M2 sont

exprimées comme suit :

l = ⟨Xuu ,N ⟩ = ⟨Xuu ,N1 ⟩

=
κβκα√
EG −F2

〈
−κ′αtα −

(
κ2
α + τ2

α

)
nα + τ ′αbα,

τα
κα

(
λ4 −

τβ
κβ
λ6

)
tα −

[(
λ7 −

τβ
κβ
λ9

)
+
τα
κα

(
λ1 −

τβ
κβ
λ3

)]
nα

+
(
λ4 −

τβ
κβ
λ6

)
bα

〉
=

κβκα√
EG −F2

(
−κ′α

τα
κα

(
λ4 −

τβ
κβ
λ6

)
+
(
κ2
α + τ2

α

)[(
λ7 −

τβ
κβ
λ9

)
+
τα
κα

(
λ1 −

τβ
κβ
λ3)

]
+ τ ′α

(
λ4 −

τβ
κβ
λ6

))

=
κβκα√
EG −F2

((
− κ
′
ατα
κα

+ τ ′α
)(
λ4 −

τβ
κβ
λ6

)
−
(
κ2
α + τ2

α

)[( τβ
κβ
λ9 −λ7

)
+
τα
κα

( τβ
κβ
λ3 −λ1

)])

=
κβκα√
EG −F2

(
κα

( τα
κα

)′
(λ4 −

τβ
κβ
λ6

)
−
(
κ2
α + τ2

α

)[( τβ
κβ
λ9 −λ7

)
+
τα
κα

( τβ
κβ
λ3 −λ1

)])
,
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m = ⟨Xuv ,N ⟩ = 0,

n = ⟨Xvv ,N ⟩ = ⟨Xvv ,N2 ⟩

=
κβκα√
EG −F2

〈
−κ′βtβ −

(
κ2
β + τ2

β

)
nβ + τ ′βbβ ,

τβ
κβ

( τα
κα
λ8 −λ2

)
tβ +

[(
λ3 +

τβ
κβ
λ1

)
− τα
κα

(
λ9 +

τβ
κβ
λ7

)]
nβ

+
( τα
κα
λ8 −λ2

)
bβ

〉
=

κβκα√
EG −F2

(
−κ′β

τβ
κβ

( τα
κα
λ8 −λ2

)
−
(
κ2
β + τ2

β

)[(
λ3 +

τβ
κβ
λ1

)
− τα
κα

(
λ9 +

τβ
κβ
λ7

)]
+ τ ′β

( τα
κα
λ8 −λ2

))

=
κβκα√
EG −F2

((
−
κ′βτβ

κβ
+ τ ′β

)( τα
κα
λ8 −λ2

)
−
(
κ2
β + τ2

β

)[(
λ3 +

τβ
κβ
λ1

)
− τα
κα

(
λ9 +

τβ
κβ
λ7

)])

= −
κβκα√
EG −F2

(
κβ

( τβ
κβ

)′(
λ2 −

τα
κα
λ8

)
+
(
κ2
β + τ2

β

)[(
λ3 +

τβ
κβ
λ1

)
− τα
κα

(
λ9 +

τβ
κβ
λ7

)])
.

Proposition 3.2.1. La courbure gaussienne K et la courbure moyenne H de la surface de
translation M2 sont respectivement :

K = −
κ2
βκ

2
α

(
√
EG −F2)4


κα

(
τα
κα

)′
(λ4 −

τβ
κβ
λ6

)
−
(
κ2
α + τ2

α

)( τβ
κβ
λ9 −λ7

)
−
(
κ2
α + τ2

α

)
τα
κα

( τβ
κβ
λ3 −λ1

)



κβ
( τβ
κβ

)′(
λ2 −

τα
κα
λ8

)
+
(
κ2
β + τ2

β

)[(
λ3 +

τβ
κβ
λ1

)
−
(
κ2
β + τ2

β

)
τα
κα

(
λ9 +

τβ
κβ
λ7

)
 ,

H =
κβκα

2(
√
EG −F2)3



κα
(
τα
κα

)′(
κ2
β + τ2

β

)
(λ4 −

τβ
κβ
λ6

)
−
(
κ2
α + τ2

α

)(
κ2
β + τ2

β

)( τβ
κβ
λ9 −λ7

)
−
(
κ2
α + τ2

α

)(
κ2
β + τ2

β

)
τα
κα

( τβ
κβ
λ3 −λ1

)
−κ′β

( τβ
κβ

)′(
κ2
α + τ2

α

)(
λ2 −

τα
κα
λ8

)
−
(
κ2
β + τ2

β

)(
κ2
β + τ2

β

)[(
λ3 +

τβ
κβ
λ1

)
+
(
κ2
β + τ2

β

)(
κ2
β + τ2

β

)
τα
κα

(
λ9 +

τβ
κβ
λ7

)


.

Démonstration. On a

K =
ln−m2

EG −F2 =
ln−m2

(
√
EG −F2)2
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K = −
κ2
βκ

2
α

(
√
EG −F2)4


κα

(
τα
κα

)′
(λ4 −

τβ
κβ
λ6

)
−
(
κ2
α + τ2

α

)( τβ
κβ
λ9 −λ7

)
−
(
κ2
α + τ2

α

)
τα
κα

( τβ
κβ
λ3 −λ1

)



κβ
( τβ
κβ

)′(
λ2 −

τα
κα
λ8

)
+
(
κ2
β + τ2

β

)[(
λ3 +

τβ
κβ
λ1

)
−
(
κ2
β + τ2

β

)
τα
κα

(
λ9 +

τβ
κβ
λ7

)
 ,

et

H =
En+Gl − 2Fm

2(EG −F2)
=

En+Gl − 2Fm

2(
√
EG −F2)2

H =
κβκα

2(
√
EG −F2)3



κα
(
τα
κα

)′(
κ2
β + τ2

β

)
(λ4 −

τβ
κβ
λ6

)
−
(
κ2
α + τ2

α

)(
κ2
β + τ2

β

)( τβ
κβ
λ9 −λ7

)
−
(
κ2
α + τ2

α

)(
κ2
β + τ2

β

)
τα
κα

( τβ
κβ
λ3 −λ1

)
−κ′β

( τβ
κβ

)′(
κ2
α + τ2

α

)(
λ2 −

τα
κα
λ8

)
−
(
κ2
β + τ2

β

)(
κ2
β + τ2

β

)[(
λ3 +

τβ
κβ
λ1

)
+
(
κ2
β + τ2

β

)(
κ2
β + τ2

β

)
τα
κα

(
λ9 +

τβ
κβ
λ7

)


.

Théorème 3.2.2. Si la surface M2 est développable, alors

κα
( τα
κα

)′
(λ4 −

τβ
κβ
λ6

)
−
(
κ2
α + τ2

α

)[( τβ
κβ
λ9 −λ7

)
+
τα
κα

( τβ
κβ
λ3 −λ1

)]
= 0

ou
κβ

( τβ
κβ

)′(
λ2 −

τα
κα
λ8

)
+
(
κ2
β + τ2

β

)[(
λ3 +

τβ
κβ
λ1

)
− τα
κα

(
λ9 +

τβ
κβ
λ7

)]
= 0

Démonstration. Si la surface M2 est développable, sa courbure gaussienne est nulle i.e. K = 0 .

Théorème 3.2.3. Si la surfaceM2 est développable et si les courbes α et β sont des courbes planes,
alors les vecteurs tα et bβ ou les vecteurs bα et tβ sont orthogonaux.

Démonstration. Soient α et β des courbes planes, alors τα = 0 et τβ = 0.
comme la surface M2 est développable, on a

κ2
αλ7 = 0 ou κ2

βλ3 = 0

Et Puisque κβ , 0 et κα , 0, on obtient que λ7 = 0 ou λ3 = 0.
Si λ3 = 0, on trouve que ⟨tα,bβ⟩ = 0, cela implique que les vecteurs tα et bβ sont orthogonaux.
De même, Si λ7 = 0, on trouve que ⟨bα, tβ⟩ = 0, qui implique que les vecteurs bα et tβ sont
orthogonaux.

Théorème 3.2.4. Si la surface M2 est minimale, alors
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κα
(
τα
κα

)′(
κ2
β + τ2

β

)
(λ4 −

τβ
κβ
λ6

)
−
(
κ2
α + τ2

α

)(
κ2
β + τ2

β

)( τβ
κβ
λ9 −λ7

)
−
(
κ2
α + τ2

α

)(
κ2
β + τ2

β

)
τα
κα

( τβ
κβ
λ3 −λ1

)
−κ′β

( τβ
κβ

)′(
κ2
α + τ2

α

)(
λ2 −

τα
κα
λ8

)
−
(
κ2
β + τ2

β

)(
κ2
β + τ2

β

)[(
λ3 +

τβ
κβ
λ1

)
+
(
κ2
β + τ2

β

)(
κ2
β + τ2

β

)
τα
κα

(
λ9 +

τβ
κβ
λ7

)


= 0.

Démonstration. Si la surface M2 est minimale, sa courbure moyenne est nulle, i.e. H = 0.

Théorème 3.2.5. Si la surface M2 est minimale et si α et β sont des courbes planes, alors l’angle
entre tα et bβ et l’angle entre bα et tβ sont les mêmes.

Démonstration. Soient α et β des courbes planes, alors τα = 0 et τβ = 0.
Et comme la surface M2 est minimale, on obtient :

κ2
ακ

2
βλ7 − κ2

ακ
2
βλ3 = 0,

d’où λ7 = λ3, et par suite,
⟨tα,bβ⟩ = ⟨bα, tβ⟩.

Exemple 3.2.6. Soient α et β des courbes de E3 définies par :

α(u) =
1
√

5

(√
1 +u2 , 2u , ln

(
u +
√

1 +u2
))
,

β(v) =
( 5
13

cos[v] ,
8

13
− sin[v] , −12

13
cos[v]

)
,

easily
où α et β sont des courbes paramétrisées par longueur d’arc.
En calculant les indicatrices normales principales de la courbe α et β on trouve :

nα(u) =
( 1
√

1 +u2
, 0 , − u

√
1 +u2

)
,

nβ(v) =
(
− 5

13
cos[v] ,sin[v] ,

12
13

cos[v]
)
.

Alors la surface de translation engendrée par les indicatrices normales nα et nβ des courbes α et β
est donnée par :

M2(u,v) = nα(u) + nβ(v)

Il s’en suit

44



M2(u,v) =
( 1
√

1 +u2
− 5

13
cos[v] , sin[v] ,

u
√

1 +u2
+

12
13

cos[v]
)
,

easily

easily
Figure 3.2. Surface de translation générée par les indicatrices normales principales des

courbes spatiales

3.3 Surfaces de translation générées par les indicatrices

binormales de courbes régulières de E
3

La surface de translation générée par les indicatrices binormales des courbes α, β de E
3 est

déterminée par :

M3 : X(u,v) = bα(u) + bβ(v). (3.3.1)

En calculant les dérivées partielles par rapport à u et v de la surface de translation donnée

par la paramétrisation (3.3.1), on obtient :

Xu =
∂X(u,v)
∂u

= b′α(u)

= −ταnα,

Xv =
∂X(u,v)
∂v

= b′β(v)
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= −τβnβ .

Ainsi, les composantes de la première forme fondamentale de la surface M3 sont :

E = ⟨Xu ,Xu⟩ = ⟨−ταnα,−ταnα⟩ = τ2
α, (3.3.2)

F = ⟨Xu ,Xv⟩ = ⟨−ταnα,−τβnβ⟩ = τατβ cos[θ(u,v)], (3.3.3)

G = ⟨Xv ,Xv⟩ = ⟨−τβnβ ,−τβnβ⟩ = τ2
β , (3.3.4)

où θ = θ(u,v) est la fonction d’angle entre nα et nβ . Alors, le vecteur normal unitaire de la

surface de translation M3 est donné par :

N (u,v) =
Xu ∧Xv
∥ Xu ∧Xv ∥

=
τατβ(nα ∧nβ)

∥ τατβ(nα ∧nβ) ∥

=
τατβ(nα ∧nβ)

τατβ ∥ nα ∥∥ nβ ∥ sin[θ(u,v)]

=
nα ∧nβ

sin[θ(u,v)]
, (3.3.5)

et comme la surface M3 est régulière, on a sin[θ(u,v)] , 0.

Le vecteur normal principal de la courbe α peut être exprimé comme une combinaison

linéaire de tβ , nβ , et bβ comme suit :

nα = µ1tβ +µ2nβ +µ3bβ . (3.3.6)

On a θ = θ(u,v) est la fonction d’angle entre nα et nβ , et on note par φ = φ(u,v) la fonction

d’angle entre tβ et la projection de nα sur le plan {tβ ,bβ}.
D’après la figure 2 ci-dessous, il vient :

cos[θ(u,v)] =
µ2

r
=⇒ µ2 = r cos[θ(u,v)] =⇒ µ2 = cos[θ(u,v)]

car

r = ∥ nα ∥ = 1,

et

sin[θ(u,v)] =
l
r

=⇒ l = sin[θ(u,v)].

Puisque on a

cos[φ(u,v)] =
µ1

l
=⇒ µ1 = l cos[φ(u,v)]

sin[φ(u,v)] =
µ3

l
=⇒ µ3 = l sin[φ(u,v)]
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Figure 2 easily

easily

il vient

µ1 = ⟨nα, tβ⟩ = sin[θ(u,v)]cos[φ(u,v)],

µ2 = ⟨nα,nβ⟩ = cos[θ(u,v)],

µ3 = ⟨nα,bβ⟩ = sin[θ(u,v)]sin[φ(u,v)]. (3.3.7)

De même, le vecteur normal principal de la courbe β peut être exprimé comme une

combinaison linéaire de tα, nα, et bα comme suit :

nβ = λ1tα +λ2nα +λ3bα (3.3.8)

avec

λ1 = ⟨nβ , tα⟩ = sin[θ(u,v)]cos[γ(u,v)],

λ2 = ⟨nβ ,nα⟩ = cos[θ(u,v)],

λ3 = ⟨nβ ,bα⟩ = sin[θ(u,v)]sin[γ(u,v)], (3.3.9)

où γ = γ(u,v) est la fonction d’angle entre tα et la projection de nβ sur le plan {tα,bα}.
Donc on peut avoir le vecteur normal unitaire de la surfaceM3 de deux manières différentes :

Soit

N (u,v) =
nα ∧nβ

sin[θ(u,v)]

easily

En utilisant (3.3.5) et (3.3.8), on obtient :

N1(u,v) =
nα ∧ (λ1tα +λ2nα +λ3bα)

sin[θ(u,v)]
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=
λ3tα −λ1bα
sin[θ(u,v)]

=
sin[θ(u,v)]sin[γ(u,v)]tα − sin[θ(u,v)]cos[γ(u,v)]bα

sin[θ(u,v)]

= sin[γ(u,v)]tα − cos[γ(u,v)]bα. (3.3.10)

En utilisant (3.3.5) et (3.3.6), on obtient :

N2(u,v) =
(µ1tβ +µ2nβ +µ3bβ)∧nβ

sin[θ(u,v)]

=
−µ3tβ +µ1bβ
sin[θ(u,v)]

=
−sin[θ(u,v)]sin[φ(u,v)]tβ + sin[θ(u,v)]cos[φ(u,v)]bβ

sin[θ(u,v)]

= −sin[φ(u,v)]tβ + cos[φ(u,v)]bβ . (3.3.11)

En calculant les dérivées partielles secondes de X(u,v), on trouve :

Xuu =
∂2X(u,v)
∂u2

= (−ταnα)′

= −τ ′αnα − ταn′α

= τ ′αnα + τα(−καtα + ταbα)

= καταtα − τ ′αnα − τ2
αbα,

Xuv = Xvu = 0,

=
∂2X(u,v)
∂u2

= (−τβnβ)′

= −τ ′βnβ − τβn
′
β

= τ ′βnβ − τβ(−κβtβ + τβbβ)

= κβτβtβ − τ ′βnβ − tβ − τ
2
βbβ .

Les composantes de la deuxième forme fondamentale de la surface M3 sont données par

l = ⟨Xuu ,N ⟩
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= ⟨Xuu ,N1⟩

=
〈
καταtα − τ ′αnα − τ2

αbα,sin[γ(u,v)]tα − cos[γ(u,v)]bα
〉

= κατα
[
cos[γ(u,v)]

τα
κα

+ sin[γ(u,v)]
]
, (3.3.12)

m = ⟨Xuv ,N ⟩

= 0, (3.3.13)

n = ⟨Xvv ,N ⟩

= ⟨Xvv ,N2⟩

=
〈
κβτβtβ − τ ′βnβ − τ

2
βbβ ,−sin[φ(u,v)]tβ + cos[φ(u,v)]bβ

〉
= −κβτβ

[
cos[φ(u,v)]

τβ
κβ

+ sin[φ(u,v)]
]
. (3.3.14)

Proposition 3.3.1. La courbure gaussienne K et la courbure moyenne H de la surface de
translation M3 sont respectivement :

K = −
κακβ

[
cos[γ(u,v)] τακα + sin[γ(u,v)]

][
cos[φ(u,v)]

τβ
κβ

+ sin[φ(u,v)]
]

τατβ sin2[θ(u,v)]
, (3.3.15)

H =
κακβ

[ τβ
κβ

[cos[γ(u,v)] τακα + sin[γ(u,v)]]− τα
κα

[cos[φ(u,v)]
τβ
κβ

+ sin[φ(u,v)]]
]

2τατβ sin2[θ(u,v)]
. (3.3.16)

Démonstration. On a

K =
ln−m2

EG −F2 .

En utilisant (3.3.2), (3.3.3), (3.3.4), (3.3.12), (3.3.13) et (3.3.14), on obtient :

K = −
κακβτατβ

[
cos[γ(u,v)] τακα + sin[γ(u,v)]

][
cos[φ(u,v)]

τβ
κβ

+ sin[φ(u,v)]
]

τ2
ατ

2
β − τ

2
ατ

2
β cos2[θ(u,v)]

= −
κακβ

[
cos[γ(u,v)] τακα + sin[γ(u,v)]

][
cos[φ(u,v)]

τβ
κβ

+ sin[φ(u,v)]
]

τατβ
(
1− cos2[θ(u,v)]

)
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= −
κακβ

[
cos[γ(u,v)] τακα + sin[γ(u,v)]

][
cos[φ(u,v)]

τβ
κβ

+ sin[φ(u,v)]
]

τατβ sin2[θ(u,v)]
.

On a

H =
En+Gl − 2Fm

2(EG −F2)
.

En utilisant (3.3.2), (3.3.3), (3.3.4), (3.3.12), (3.3.13) et (3.3.14), on obtient :

H =
−κβτβτ2

α

[
cos[φ(u,v)]

τβ
κβ

+ sin[φ(u,v)]
]
+κατατ

2
β

[
cos[γ(u,v)] τακα + sin[γ(u,v)]

]
2
(
τ2
ατ

2
β − τ

2
ατ

2
β cos2[θ(u,v)]

)

=
−κβτα

[
cos[φ(u,v)]

τβ
κβ

+ sin[φ(u,v)]
]
+κατβ

[
cos[γ(u,v)] τακα + sin[γ(u,v)]

]
2τατβ sin2[θ(u,v)]

=
κακβ

[ τβ
κβ

[cos[γ(u,v)] τακα + sin[γ(u,v)]]− τα
κα

[cos[φ(u,v)]
τβ
κβ

+ sin[φ(u,v)]]
]

2τατβ sin2[θ(u,v)]
.

easily

Théorème 3.3.2. Si la surface M3 est développable, alors

cos[γ(u,v)]
τα
κα

+ sin[γ(u,v)] = 0 ou cos[φ(u,v)]
τβ
κβ

+ sin[φ(u,v)] = 0. (3.3.17)

Démonstration. Si la surface M3 est développable, sa courbure gaussienne est nulle i.e. K = 0 .

Théorème 3.3.3. Si la surface M3 est développable, alors l’angle γ[(u,v)] est une fonction qui ne
dépend que de u ou l’angle φ[(u,v)] est une fonction qui ne dépend que de v.

Démonstration. Si la surface M3 est développable, alors (3.3.17) est vérifié.

Si cos[γ(u,v)]
τα
κα

+ sin[γ(u,v)] = 0, alors
τα
κα

= −
sin[γ(u,v)]
cos[γ(u,v)]

= − tan[γ(u,v)],

d’où l’angle γ est une fonction de u.

De même

Si cos[φ(u,v)]
τβ
κβ

+ sin[φ(u,v)] = 0, alors
τβ
κβ

= −
sin[φ(u,v)]
cos[φ(u,v)]

= − tan[φ(u,v)],

l’angle φ ne dépend que de v.

Théorème 3.3.4. Si la surface M3 est développable et si les courbes α et β sont des hélices, alors
l’un des angles θ ou γ est constant.
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Démonstration. On suppose que la surface M3 est développable, alors l’équation (3.3.17) est
satisfaite.

Si cos[γ(u,v)]
τα
κα

+ sin[γ(u,v)] = 0, alors
τα
κα

= −
sin[γ(u,v)]
cos[γ(u,v)]

= − tan[γ(u,v)],

et puisque α est une hélice, tan[γ(u,v)] devient constant et cela implique que γ est constant.

De même

Si cos[φ(u,v)]
τβ
κβ

+ sin[φ(u,v)] = 0, alors
τβ
κβ

= −
sin[φ(u,v)]
cos[φ(u,v)]

= − tan[φ(u,v)],

et puisque β est une hélice, tan[φ(u,v)] devient constant et cela implique que φ est constant.

Théorème 3.3.5. Si la surface M3 est développable et si les courbes α et β sont des hélices, alors
la surface M3 est une surface d’angle constant.

Démonstration. On suppose que la surface M3 est développable et que les courbes α et β sont
des hélices. D’après le théorème (3.3.4), γ = γ0 ou φ = φ0 sont des angles constants.

Sans perdre en généralité, on peut supposer que γ est constant.
Puisque α est une hélice, alors il existe une direction constante unitaire uα qui fait un angle
constant avec le vecteur tangent unitaire tα de la courbe α. Alors

⟨tα,uα⟩ = cosψ = constante

On peut donc définir uα comme suit :

uα = cosψ0tα + sinψ0bα. (3.3.18)

En utilisant (3.3.10) et (3.3.18), on obtient

⟨N1,uα⟩ =
〈

sinγ0tα − cosγ0bα,cosψ0tα + sinψ0bα
〉

= sinγ0cosψ − cosγ0 sinψ0

= constante.

D’après la définition (1.2.5), la démonstration est achevée.

Théorème 3.3.6. Si la surface M3 est minimale, alors

τβ
κβ

[
cos[γ(u,v)]

τα
κα

+ sin[γ(u,v)]
]

=
τα
κα

[
cos[φ(u,v)]

τβ
κβ

+ sin[φ(u,v)]
]
.

Démonstration. Si la surface M3 est minimale, sa courbure moyenne est nulle, i.e. H = 0.

Exemple 3.3.7. Soient α et β des courbes paramétrisées par longueur d’arc et définies par :
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α(u) =
(
1 +

u
√

3

) (
cos

[
ln

(
1 +

u
√

3

)]
, sin

[
ln

(
1 +

u
√

3

)]
, 1

)
,

β(v) =
1
2

(
v +
√

1 + v2 ,
(
v +
√

1 + v2
)−1

,
√

2ln
(
v +
√

1 + v2
))
.

En calculant les indicatrices binormales de la courbe α et β on trouve :

bα(u) =
1
√

6

(
sin

[
ln

(
1 +

u
√

3

)]
− cos

[
ln

(
1 +

u
√

3

)]
, −sin

[
ln

(
1 +

u
√

3

)]
− cos

[
ln

(
1 +

u
√

3

)]
, 2

)
,

bβ(v) =
1
2

(
− 1
√

1 + v2
(
v +
√

1 + v2
) , v +

√
1 + v2

√
1 + v2

,

√
2

√
1 + v2

)
.

La surface de translation engendrée par les indicatrices binormales bα et bβ des courbes spatiales
est donnée par :

M3(u,v) = bα(u) + bβ(v)

Il s’en suit

M3(u,v) =



sin
[

ln
(

1+ u√
3

)]
−cos

[
ln
(

1+ u√
3

)]
√

6
− 1

2
√

1+v2
(
v+
√

1+v2
) ,

sin
[

ln
(

1+ u√
3

)]
−cos

[
ln
(

1+ u√
3

)]
√

6
+ v+

√
1+v2√

1+v2
,

2√
6

+
√

2
2
√

1+v2


.

easily

easily
Figure 3.3. Surface de translation engendrée par des indicatrices binormales des courbes

spatiales
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Ce travail rassemble un ensemble de résultats importants relatifs aux surfaces de

translation. Il porte d’abord sur l’étude des surfaces de translation, dans le cas où elles sont

générées par deux courbes spatiales arbitraires dans l’espace euclidien tridimensionnel, et

s’intéresse par la suite, au cas particulier où ces surfaces sont engendrées par des indicatrices

sphériques des courbes régulières de E
3.

easily

Parmi la particularité de ces surfaces on retiendra, que pour une surface de translation avec

une représentation paramétrique classique X(u,v) = f (u) +g(v), les dérivées partielles Xu et

Xv sont de simples dérivées de courbes, ce qui annule le coefficient m de la deuxième forme

fondamentale. Ce coefficient participe à l’étude de la développabilité, la minimalité ainsi

que le classement des points particuliers d’une surface.

easily

Les surfaces de translation représentent un sujet riche et intéressant qui peut être développé

sur plusieurs axes. Comme continuité de ce travail, on projette de :

• Mener une étude similaire à l’étude des surfaces de translation générées par les

indicatrices sphériques de Frenet {t,n,b}, en utilisant les indicatrices sphériques de

Bishop {T ,M1,M2} pour des courbes dans l’espace E
3 et les indicatrices sphériques de

Darboux {τ,g,h} pour des courbes tracées sur une surface de E
3.

• Généraliser les résultats obtenus dans E3, à un espace euclidien à n dimensions En.

• Reprendre la même étude pour une surface de translation affine représentée par le

graphe d’une fonction défini par

Z(u,v) = f (u) + g(v + au)

où a est une constante non nulle, et f ,g des fonctions différentielles. Notons que dans

le cas a = 0, la surface de translation affine devient une surface de translation classique.
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