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1 Introduction

1.1 Historique

En mathématiques, une équation différentielle ordinaire (parfois simple-
ment appelée équation différentielle et abrégée en EDO) est une équation
différentielle dont la ou les fonctions inconnues ne dépendent que d’une
seule variable, elle se présente sous la forme d’une relation entre ces fonc-
tions inconnues et leurs dérivées successives. Le terme ordinaire est utilisé
par opposition au terme équation différentielle partielle (plus communément
équation aux dérivées partielles, ou EDP) ou la ou les fonctions inconnues
peuvent dépendre de plusieurs variables. Dans la suite du rapport, le terme
équation différentielle est utilisé pour signifier équation différentielle ordi-
naire. L’ordre d’'une équation différentielle correspond au degré maximal de
dérivation auquel I'une des fonctions inconnues a été soumise. Il existe une
forme de référence a laquelle on essaie de ramener les équations différentielles

ordinaires par divers procédés mathématiques :

'(t) = f(t,2(t)),

équation d’ordre 1 ou X est la fonction inconnue, et ¢ sa variable.

Les équations différentielles représentent un objet d’étude de toute premiere
importance, aussi bien en mathématiques pures qu’en mathématiques ap-
pliquées. Elles sont utilisées pour construire des modeles mathématiques de
processus d’évolution physiques et biologiques, par exemple pour 'étude de
la radioactivité, la mécanique céleste ou la dynamique des populations...
La variable t représente alors souvent le temps, méme si d’autres choix de
modélisation sont possibles.

Les objectifs principaux de la théorie des équations différentielle ordi-
naires sont la résolution explicite compléete quand elle est possible, la résolution

approchée par des procédés d’analyse numérique, ou encore 1’étude qualita-



tive des solutions. Ce dernier domaine s’est progressivement étoffé, et consti-
tue I'un des composants principaux d’une vaste branche des mathématiques

contemporaines : I’étude des systemes dynamiques.

1.2 Préliminaires

Soit I un intervalle non vide de R,.J un ouvert de R™ avec n > 1 et

x = (r1,...,7,) un élément de R".

Définition 1. [1] On appelle équation différentielle ordinaire (EDO) du pre-
maer ordre associer a une fonction f : I x J — R™ continue est une équation
de la forme :

() = f(t,z(t)), ze€eR", teR.

Remarque 1. [1] Une équation différentielle ordinaire est dite autonome si

elle ne dépend pas explicitement du temps, c’est-d-dire ;

r'(t) = f(x(t)). (1)

Définition 2. [1] La solution de l’équation (1) est une fonction z :t € I —
x(t) € R™ bien définie et dérivable sur I et vérifiant :

1.vtel, (t,z(t) e I x J,

2.Vt e 1,2/ (t) = f(t,z(t)).

Exemple 1. -les équations suivantes :

e}

(1)~ 1 =

(1) —y(t) =0
D24y =0

sont des équations différentielles ordinaires.

-En physique : (la deuxiéme loi de Newton), on a :
F(t) = ma"(t),
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qui décrit la dynamique d’un point matérielle soumis a la résultante des forces

F. On peut écrire la loi de Newton en termes du systeme :

de deuz équations d’ordre 1.
Dans la suite on va considerer des équations différentielles d’ordre k sous la

forme :
y(k) =f (t,y, o 7y(k*l)) . keN.



2 Equations différentielles ordinaires (EDO)

2.1 Existence et unicité de la solution

Définition 3. [1] [Fonction localement lipschitzienne] Soient I un intervalle,
D un ouvert de R", f : I x D — R"™.

Soient (to,yo) € I x D. Soit J C D un voisinage du point yo. On dit que f
est lipschitzienne par rapport a la variable y dans le voisinage J s’il existe

une constante L > 0 et il existe un voisinage U C I du point ty tels que :

1 (£ p1(8) = (8 g2 ()] < Llya(t) — ya(D)]]

pour yi(t),ya(t) € J,t € U.

Exemple 2. La fonction f: R~ RT :

est lipschitzienne au voisinage de tout y € R. En fait pour tout y1,y» € R on
a:

[f (wa(8) = f (2(0)] = [y ()] = [2(D)]].

La condition de Lipschitz est donc vérifiée avec L =1 :

s (O] = T2 (O] < y2 () — 2(D)]-

Noter que la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en y = 0. Cependant

elle est lipshcitizienne.

Définition 4. [1] [Probleme de Cauchy]

On appelle probleme de Cauchy le probleme de trouver un intervalle I tel que



tog € I et une fonction y : I — R™ qui vérifie :

{ yi(t) = f(t,y(1), tel,

y(to) =10, to€l,yo€R"

les questions classiques qui se posent sont : sous quelles conditions existe-t-il
une solution du probleme de Cauchy ? Cette solution est-elle unique ?

Le théoréeme de Cauchy- Lipschitz donne une réponse a ces deux questions.
Si f satisfait une condition supplémentaire, alors [’existence et l'unicité d’une
solution sont assurées localement, c¢’est a dire sur un (petit) intervalle autour
de ty. La condition supplémentaire qu’on demande pour la fonction f est
d’étre lipschitzienne par rapport a la variable y dans un voisinage du point

wmatial 1yq.

Théoréme 1. [1|/Cauchy - Lipschitz |
Soient I un intervalle, D un ouvert de R, f : I x D+ R"™. Soient (to,yo) €
I xD.

St f est continue et lipschitzienne par rapport a sa deuxieme variable dans

un voisinage du point yo, alors le probleme de Cauchy :

{ yi(t) = f(ty(t), tel

y(to) =vo, to€l,yo€ D.

admet une unique solution y définie dans un petit voisinage du point ty. De

plus la solution est de classe C* dans ce voisinage.

Demonstration :[2]
Soit f : [a,b] x R™ — R™ une fonction continue, lipschitzienne par rapport a

y. Soit le systeme :
{ y(t) = f(t.y)

y (to) = vo; to € [a, 1]
C’est-a-dire : 3L > 0 tel que V(¢, ), (t,y) € [a,b] x R", on a :

1f(t,x) = ft&,y)l|l < Lz -yl
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Ce systeme est équivalent a la forme intégrale (par Taylor) :

t

ymzmm+/y@®,w6mw

to

y@=%+[f@mmm

on définit 'opérateur :

n@=m+[U@mwm

y solution de (E) & y(t) =T,(t) Vt € [a,b] Soit X = C ([a,b], R" muni de

la norme ||.||o telle que :

1 llee = supe==®l|f#)] o >0
z#0

T:X =X
s [(s,(s))

est continue, et donc

tr—>/t f(s,y(s))ds

est C! et donc continue. On va montrer qu’avec un choix judicieux de o, T

est une contraction. Soient z,y,z € X

(%4M®=[f@WW<WJ@W



I7,(0) — T.0)ll, < L / jy(s) — =(s)[ds

t
<L / €7a|t7to|+a\sfto|6fa|t7t0||y<8) _ Z(S)|d8

to

t
<L / e—olt=sldg
to

ly — zla
On peut donc majorer I'intégrale ainsi
t
/ e—a\t—to\d / —alt— s\ds
to
< / e ?lds
R

IN

/ —as Jg
2
(0%

IN

Ceci implique que ||T T.|l, < QQL vl
On choisit « tel que 2 < 1
T:(X,] -|la) est une contraction

= Ty =y admet une seule solution!

2.2 EDO lineaires

Soient I un intervalle, D un ouvert de R", f : [ x D — R".
On dit que f est linéaire par rapport a la variable y si pour tout ¢t € I fixé,

on a :

F My (t) + Aaya(t) = Mf (E,y1(t)) + Ao f (E,92(1)),

pour tout y;(t),y2(t) € D, A, Ay € R.
Si f est linéaire alors il existe une matrice A : I — M,(R) telle que

f(t,y(t)) = A(t)y(t). On appelle équation différentielle linéaire (du premier

10



ordre) toute équation de la forme :

ouy: I — R™ est une fonction inconnue et A : I — M, (R) est une matrice.

Proposition 1. [1]

Soient I un intervalle, D un ouvert de R™, A : I — M, (R) une matrice.
Soient (to,yo) € Ix D. Si A est continue sur I alors pour tout (to,yo) € I X D
il existe une unique solution y : I — R™ du probleme de Cauchy :

{ yi(t) = A(tyy(t), tel,
y(to) =vo, Yo € D.

Ce résultat est une simple conséquence du théoreme de Cauchy-Lipschitz. Le
prochain théoréeme donne une caractérisation des solutions d’une équation
différentielle linéaire.

Théoréme 2. [1|Soient I un intervalle et A : I — M,(R) une matrice

continue. Alors I’ensemble des solutions de l’équation différentielle :

est une espace vectoriel de dimension n.
Notamment il existe n fonctions y™M(t),--- ,y™(t) telles que :
- y(t) est solution de 'EDO pour tout i =1,--- ,n;

- les Yy (t) sont linéairement indépendants :

Zciy(i)(t) =0=¢=0 ViceR
i=1

- si y(t) est une solution de VEDO et y(t) # yO(t) pour touti = 1,--- ,n

11



alors y(t) il existe ky,--- , k, € R tels que :

n

=3 e(1)

i=1
2.3 EDO a coefficients constants

On cherche a résoudre le probleme de Cauchy :

{ yi(t) = Ay(t),t € I, (1)
y(to) = Y0, Yo € D,

dont la matrice A € M, (R) ne dépend pas de t. Par analogie avec le cas
scalaire ( modele de Malthus), on a la tentation d’affirmer que la solution du

probleme est donné par y : I — R™ ainsi définie :

y(t) = eltoly,, (2)

Dans 'expression de la solution on voit apparaitre I’exponentielle d’'une ma-
trice A.
Qu’est-ce c’est 'exponentielle d’une matrice ?
Formellement elle est définie comme la matrice égale a
+00
Ak
el =

Tkl
k=0

Avec un peu de théorie d’operateurs dans les espaces de Banach on pourrait
montrer que cette série est convergente.

On appelle sa limite exponentielle de la matrice A. En supposant d’avoir
donné un sens a la notion d’exponentielle d’'une matrice, on pourrait aussi
démontrer que 2 est I'unique solution du probleme 1 .

En pratique, pour calculer la solution d’'un probleme de type 1 il faut cal-
culer I'exponentielle de la matrice associée au probleme. Si cette matrice est

diagonalisable alors le calcul de I’exponentielle est plutot simple.
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Proposition 2. [1] Ezponentielle d’une matrice diagonalisable dans R .
Soit A € M,(R) une matrice diagonalisable dans R.
Alors il existe n valeurs propres A1,- -+ , A\, € R et une matrice C € M,(R)

tnversible tels que :
A= Cdiag (A, -+, ) C7H

Sous ces hypothése on peut montrer que l’exponentielle de la matrice A est

simplement :
et = C diag (e>‘1, e ,e’\") ct

Ainsi, si A est diagonalisable, le calcul de la solution du probléme repose sur
le calcul des valeurs propres (et vecteurs propres ) de la matrice A. Si A n'est

pas diagonalisable, le calcul repose sur sa décomposition de Jordan.

2.4 EDO linéaires a coefficients constants non homogenes
On cherche a résoudre le probleme de Cauchy :

{ yr(t) = Ay(t) + B(t), tel,
y (to) = yo, Yo € D.

avec [ intervalle, A € M, (R), B : I — R" continue, y : [ — R" y, € R™.
On appelle équation homogene associée a I’équation
y'(t) = Ay(t) + B(t) I'équation :

y'(t) = Ay(t),

ou le second membre B(t) est nul.
On appelle équation non homogene 'équation y/(t) = Ay(t) + B(t) avec
B(t) non nul. Toute solution de I'équation différentielle non homogene s’écrit

comme somme de la solution générale de I’équation homogene plus une so-

13



lution particuliere de I’équation non homogene :

y(t) = yn(t) + yp(t),

La solution qui vérifie la condition initiale y (ty) = yo s’écrit sous la forme :

t
y(t) = ety —|—/ eA =9 B(s)ds.
0

Le premiere terme est la bien connue solution du probleme de Cauchy ho-
mogene. Le deuxieme terme est une solution particuliere de I’équation non

homogene.

2.5 EDQO linéaires a coefficients constants d’ordre 2 ho-

mogenes

Considérons 1'équation différentielle d’ordre 2 homogene :
y' +ary +agy(t) =0, (3)

ou I est une intervalle, y : I — R, ay,a9 € R.

On sait que l'espace des solutions de I’équation est un espace vectoriel de
dimension 2 . On cherche une base de ’espace.

On cherche des solutions de la forme y(t) = e (4).

En reportant dans (3) on voit que y(t) est solution si et seulement si A vérifie :
At)? + a1 A(t) + ag = 0.

Alinsi on s’est ramené au calcul des racines d'un polynome. On appelle ce po-
lynéme le polynome caractéristique de ’équation. Selon la nature des racines
du polynome caractéristique on peut distinguer trois cas.

Cas 1 : racines distinctes et réelles

Si le polynome caractéristique admet deux racines distinctes et réelles Ay, Ay €

14



R, alors une base de I’espace vectoriel des solutions est donne par les fonc-

tions :

At Aot

Y € )
Toute solution de I’équation différentielle (3) s’écrit sous la forme :

y(t) = creMt 4 e,

avec ¢y, ¢ € R.
Cas 2 : une racine réelle multiple
Si le polynome caractéristique admet une racine réelle multiple A € R . alors

une base de 'espace vectoriel des solutions est donne par les fonctions :
M e
Toute solution de I'équation différentielle 3 s’écrit sous la forme :
y(t) = cre™ + cote,

avec cq,cs € R.

Cas 3 : deux racines complexes

Si le polynome caractéristique admet deux racines complexes \; = «a +
i3, A0 = a — i € C, alors une base de l’espace vectoriel des solutions est

donne par les fonctions :
e cos(Bt), e sin(Bt).
Toute solution de 'équation différentielle (3) s’écrit sous la forme :

y(t) = e (c1 cos(Bt) + casin(Bt)),

avec cq,cy € R.

15



2.6 EDO linéaires a coeflicients constants d’ordre 2

non homogenes

Considérons 1’équation différentielle d’ordre 2 non homogene :

yn(t) + aryr(t) + aoy(t) = f(1), ()

ou I est une intervalle, y : [ — R, ay,a9 € R, f : I — R continue.
Toute solution de (1) s’écrit comme somme de la solution générale de I’équation

homogene (5) plus une solution particuliere de 1’équation non homogene 1 :

y(t) = yn(t) + yp(1). (6)

16



3 Stabilité d’un systéme dynamique

3.1 Stabilité

3.1.1 Points d’équilibre et stabilité

Considérons 'équation différentielle autonome :

(1) = f(x(t)), (3,1)

ou le champ de vecteurs f : 2 C R" — R"” est supposé de classe
Cl.

Définition 5. [3]
On dit qu’un point xg € Q est un équilibre de (3.1) si la fonc-
tion constante x(-) = xy est solution de (3.1) ou, de facon

équivalente, si f (xo) = 0 (vérifier que c’est bien équivalent!).

Autrement dit, ¢; (xg) = xo pour tout t € R, ot ¢ est le
flot du champ de vecteurs f (l'intervalle mazimal associé a x
étant I, = R ). Lorbite de xy est donc réduite a un point :
O., = {x0}. Quand l’équation (3.1) modélise [’évolution d’un
phénomene physique (mécanique, biologique, écologique, ...), un
équilibre correspond bien a la notion habituelle <d’état d’équilibres :
si le systéme est dans l'état xq, alors il y reste (et il y a toujours
été). En pratique on sait cependant que seuls les états d’équilibre

ayant certaines propriétés de stabilité sont significatifs.

17



Définition 6. [3]
Nous dirons qu’un équilibre xy est stable si, pour tout € > 0, 1l

existe 0 > 0 tel que :
|l —zol] <0 et t>0 = | (x)—x0| <e

Ainsi, toute solution proche de xy en reste proche.

Remarque 2. Toute solution dont la condition initiale est dans
une boule B (x,0) reste dans la boule B (z,€), et donc dans un
compact de 2, pourt > 0 (on suppose € suffisamment petit pour
que B (xg,¢) C Q ). ces solutions sont donc définies pour tout
t>0.

Définition 7. 3]

Nous dirons qu’un équilibre xo est asymptotiquement stable s’il
est stable et s’il existe un voisinage V' de xq tel que, pour tout
x eV,

tliglo ¢t($) = Zo,

Dans ce cas toute solution proche de [’équilibre en reste proche
et en plus converge vers lui. Notons que le fait que toute solution
1ssue d’un voisinage V' converge vers xg n'implique pas la stabi-
lité de cet équilibre : il existe des systemes possédant un équilibre

non stable xy mais dont toutes les trajectoires convergent vers x.

18



Le cas linéaire Considérons le cas particulier d’une équation

différentielle autonome linéaire,

7' (t) = Ax(t), xe€R"

L’origine est toujours un équilibre de cette équation (mais il peut
y en avoir d’autres : tout élément de ker A est un équilibre).
L’étude réalisée dans la section permet de caractériser la stabilité
de cet équilibre.

Le cas affine Considérons maintenant un champ de vecteurs
affine f(z) = Az 4+ b sur R",

ou A € M,(R) est une matrice et b € R" un vecteur.

Un équilibre de I’équation :

2'(t) = Ax(t) + b,

est un point xy qui vérifie Azyg + b = 0 (noter qu’'un tel point
n’existe que si b € Im A).
En remplacant b par —Axg, on réécrit I’équation différentielle

sous la forme

d
p (z(t) — w0) = A(x(t) — 0),

Ainsi la stabilité et la stabilité asymptotique d’un équilibre de

'équation affine 2/(t) = Az(t) + b sont équivalentes respective-
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ment & celles de l'origine pour I’équation linéaire y/'(t) = Ay(t).

3.1.2 Fonction de Lyapunov

Une fonction de Lyapunov est une fonction qui permet d’es-
timer la stabilité locale et globale d'un point d’équilibre. Cette
méthode peut également étre utilisée pour déterminer la stabi-
lité d’un équilibre non-hyperbolique lorsque la linéarisation ne
permet pas de conclure. Pour commencer, définissons ce qu’est

une fonction définie positive.

Définition 8. [3] On appelle fonction définie positive (resp.
négative) une fonction V(x,y) bien définie, différentiable et de
différentielle continue sur un ouvert U contenant [’origine et
vérifiant les propriétés suivantes :

1. V(0,0) =0,

2.¥(z,y) e U—{(0,0)},V(z,y) >0 (resp. V(z,y) <0 ).

Théoréme 3 (Cas d’une équation autonome). Soit z* = 0 un
point d’équilibre de ’équation (3.1), s’il existe un voisinage U

de 0 et une fonction

V.U =R,

continue, ayant des dérivées partielles continues, telle que :
(1) V soit définie positive,

(ii) la dérivée totale V pour (3.1) soit négative, alors 0 est stable.

20



V' s’appelle une fonction de Lyapunov.
De plus, si la dérivée totale V pour (3.1) est définie négative,
alors 0 est asymptotiquement stable. V' s’appelle une fonction

stricte de Lyapunov.

Théoreme 4. Soit ¥ = 0 un point d’équilibre de [’équation

(3.1), s’il existe un voisinage U de 0 et une fonction
W:U — RT,

continue, ayant des dérivées partielles continues, telle que :
(1) pour tout (z,y) € U —{(0,0)}, W(z,y) > W(0,0),
(i) la dérivée totale W pour (3.1) soit définie positive, alors 0

est 1nstable.

Théoréme 5. (Cas d’une équation non-autonome) Soit z* =0
un point d’équilibre de (3), s’il existe un voisinage Uy, et une

fonction

V. Uto —>R+,

Continue, ayant des dérivées partielles continues, telle que :
(1) V soit définie positive,
(i) la dérivée totale V' pour (3) soit négative (respectivement

définie négative), alors 0 est stable, V' s’appelle une fonction de
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Lyapunov. De plus, si on a :

(11i) V est décroissante, alors 0 est uniformément stable (res-
pectivement uniformément asymptotiquement stable).

De plus, si on a :

(iv) U =R" et si V est radialement non-borné, alors 0 est glo-
balement uniformément stable( respectivement globalement uni-

formément asymptotiquement stable).

Théoreme 6. [4] Sil’équation différentielle (3.1) admet un fonc-
tion de Lyapunov en un équilibre xy, alors xy est un équilibre
stable. St de plus la fonction de Lyapunov est stricte, alors x

est asymptotiquement stable.

Démonstration : Soit L : U — R la fonction de Lyapunov.
Quitte a remplacer la fonction L(x) par L(x)—L (x(), on suppose
que L (xg) = 0. Et quitte a remplacer U par une boule fermée
centrée en xg, on le suppose compact. Pour tout € > 0, il existe
alors o > 0 tel que 'ensemble U, = {z € U : L(z) < a} est
inclus dans la boule ouverte B (zg,¢) (en effet, sinon il existe
une suite de points x,, € U en dehors de B (zg,¢) vérifiant
lim L (x,) = 0; U étant compact, x,, a alors un point d’accumu-
lation T # xg, qui doit vérifier L(Z) = 0, ce qui est impossible
d’apres la propriété (a) ).

Or, d’apres la propriété (b) de L, pour tout x € U,, la solution

¢i(x) est confinée dans U,; ceci montre la stabilité de ’équilibre
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xo. > Supposons maintenant que L est une fonction de Lyapunov
stricte. D’apres ce qui précede, on peut choisir un réel a > 0
tel que U, soit inclus dans l'intérieur de U. Notons que U, est
compact (fermé car L est continue et borné car inclus dans U ).
Considérons un point = € U, différent de zy. La fonction t
L (¢(z)) étant strictement décroissante et minorée par 0 , elle
a une limite ¢ quand t — +o00. D’autre part, U, étant compact,
il existe une suite t,, t, — +o0, telle que ¢; (x) est convergente.
Notons Z la limite de cette derniere suite. Par continuité de L,
x vérifie

L(z) = lim L (¢, (v)) = lim L(¢(z)) =1

t,—00

De plus, pour tout s > 0, on a

L (6,(#)) = lim L (g1, (x)) = ¢

t,—00

ce qui montre que s — L (¢s(Z)) = L(x) n’est pas décroissante,
et donc, d’apres la propriété (c) de L, que T = xy.

Ainsi, le seul point d’accumulation de ¢;(x) est zg, ce qui
montre que limy_,, ¢¢(x) = xy pour tout x dans le voisinage U,

de x(. L’équilibre z( est donc asymptotiquement stable.
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3.2 Stabilité d’un systéme dynamique

3.2.1 Stabilité d’un point fixe

[5] Dans cette section, nous allons étudier la stabilité des
points fixes du flot . Les points fixes sont représentés dans 'es-
pace des phases comme les solutions des états d’équilibre %—f =0
i.e. les solutions du probleme F'(x,a) = 0.

Le probleme qui se pose alors est de savoir si ces points fixes
sont temporellement stables. La théorie de 1’algebre linéaire per-
met de répondre a cette question, en considérant la stabilité des
points fixes vis a vis de perturbations infinitésimales.

Supposons que le flot présente un point fixe en x = z*. On
peut alors linéariser le systeme autour de cet état d’équilibre.
En posant y = z — x*, ce systeme s’écrit :

% _p

5 (", a)y

ou L (x* a) est la matrice Jacobienne de F' au point € =
x*. Les solutions du systeme linéaire a coefficients constants se
présentent sous forme d’exponentielles e*!. La résolution de ce
probleme est alors équivalente a la résolution du probleme aux

valeurs propres suivant :

L(xz* o)y = sy.

Théoréme 7. Considérons %—i’ = L (x*, ) y le systéeme linéarisé

. LS K * 0
autour du point d’équilibre x* du flot 5f = F(x, ).
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Soient \;,i = 1..., les valeurs propres de l'opérateur linéaire
L (xz*, o), alors

- s1 pour tout i € [1;n],Re (N\;) <0 le point fizre x* est stable.

- si il existe k € [1;n] tel que Re (\;) > 0, le point five x* est

instable.

3.2.2 Stabilité par ’analyse des valeurs propres

La stabilité par ’analyse des valeurs propres consiste a utili-
ser la méthode indirecte de Lyapunov qui utilise la linéarisation
du systeme et qui peut, dans certains cas,
apporter une réponse au probleme de stabilité locale. L’obten-
tion de la linéarisée du systeme (1) se fait en d’éterminant
son approximation du premier ordre au voisinage d’un point
d’équilibre x, pour une perturbation Jzx.

Cette approximation est donnée par le développement du pre-

mier ordre de Taylor suivant :

0
f(ze+6x) = f(ze) + J(;E:) dx + o(dx)
ox = Df, oz
ou Df,, = 8‘2253) est la matrice Jacobienne du systeme (1)

=X
)

=1,
évaluée au point d’équilibre, et s’obtient de la maniere suivante :

25



Dfxe -

B () - (e )
Théoreme 8. - Si toutes les valeurs propres de la matrice ja-
cobienne Df, ont une partie réelle strictement négative, alors
x. est asymptotiquement stable.

- Sl existe au moins une valeur propre de D f,, qui a la partie
réelle strictement positive, alors x. est instable.

- S1 toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne D f, ont
une partie réelle strictement négative, sauf au moins une qui
soit imaginaire pure ou nulle, alors on ne peut rien conclure (le

point d’équilibre x. peut étre stable, asymptotiquement stable ou
instable).

Définition 9. 57 D f, n’a pas de valeurs propres a parties réelles

nulles, alors le point d’équilibre . est dit hyperbolique.

3.2.3 Stabilité par le critére de Rooth-Hurwitz

[6] Le critere de Rooth-Hurwitz est utilisé pour 'analyse de la
stabilité des équilibres par linéarisation, sans besoin de calculer
les valeurs propres de la matrice Jacobienne de la linéarisée. La
stabilité est analysée uniquement en examinant les coefficients

du polynome caractéristique correspondant au systeme linéarisé
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autour du point d’équilibre z.. L’équation caractéristique cor-
respondant a la linéarisée du systeme d’équations différentielles
2'(t) = f(x(t)) est définie par :

det (A, — Df,,) =0

De fagon plus explicite, I’équation (5) est équivalente a I’équation

sulvante :
A" + CL1/\n_1 + ag)\"_Q +....+ an_l)\l +a, = 0

L’application du critere de Rooth-Hurwitz nécessite la construc-
tion d’une matrice H définie a partir des coefficients du po-

lynome caractéristique de 1’équation (6).

(i 10 0 0 0 0 0

a3a2a1100000

as as az az a; 1 0 0
1

ay; ag az; a4 Az az ai

Les n mineurs de la matrice H sont désignés par les nombres
H;ie{1,2,3....,n} tel que :

1
Hy =det(a1) = a1, Hy = det @ ..., H,=det H.
as a9

Le critere de Routh-Hurwitz de la stabilité s’énonce alors comme

suit :
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1. Si tous les mineurs de la matrice H sont strictement positifs
alors x. est asymptotiquement stable.

2. S’il existe un mineur négatif alors x,. est instable.

3. S’il existe un mineur nul et que tous les autres sont positifs,
alors on ne peut rien conclure sur la stabilité de I’équilibre.

En dimension 3 , si le polynome caractéristique s’écrit :

P(/\) = )\3+a1)\2+a2)\+a3

Alors, la matrice H est

aq 1 0
H = as a2 Qi
0 0 as

avec 3 mineurs :

leal>0,H2:a1a2—a3>0,H3:a3H2>O.

D’apres le critere de Routh-Hurwitz, on obtient le résultat sui-

vant :

Proposition 3. En dimension 3, si les coefficients du polynome
P(A\) = X4 a1)? + ag)\ + ag, vérifient la condition suivante :

a; > 0,a3 > 0,a1as —az > 0,
alors les racines de P sont a parties réelles strictement négatives.

28



3.2.4 Stabilité par des fonctions de Lyapunov

Théoréme 9. [6](Principe d’invariance de LaSalle)

L’équilibre x. de (2) est asymptotiquement stable s’il existe une
fonction continue V' définie sur un voisinage U C R" de x. a
valeurs dans R, différentiable sur U\ {x.} tel que :

1. V(x.) =0 et V(x) >0 si z # x,

2.V <0 sur U\ {z.},

3. ’ensemble S C U tel que V(x) = 0 ne contient pas de trajec-
toire du systéme autre que x(t) = ..

La dérivée temporelle V(x) se calcule comme suit :

L)% — OV

dt ox t= ox fle) = ox; fil@).

V(x)
i=1
Théoréme 10. Considérons une équation différentielle (3.1)

définie sur R™. Supposons qu’elle admette en un équilibre xg

une fonction de Lyapunov stricte V : R" — R telle que
[z]] = 400 = [[V(2)]| = +oo0,

Alors le bassin d’attraction de xg est R™ tout entier. On dit dans

ce cas que [’équilibre xo est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration : Soit z € R" et @« = L(z). La condition
implique que U, = {y € R" : L(y) < a} est borné, et donc com-
pact.

On montre alors que lim;_,, ¢:(z) = g exactement de la méme
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facon que dans la preuve du théoreme 6.

4 Application

[7] Une structure appropriée du modele mathématique est
nécessaire pour comprendre la dynamique de grande taille de la
propagation d’une maladie infectieuse.

Dans cette partie, nous discutons d’un modele épidémique SIR
général qui représente la transmission directe de maladie infec-
tieuse. Le nombre de reproduction R est déterminé et le local et
les stabilités globales de 1’équilibre sans maladie et de I'équilibre

endémique sont dérivées.

4.1 Travail de cadre modele

Dans cette section, nous formulons un modele épidémique
pour la propagation d’une maladie infectieuse générale. Nous di-
visons la population totale N () en trois sous-classes distinctes :
susceptible S(t), infecté I(t) et rétablie R(t). Le modele peut

étre représenté par le systeme d’équations différentielles suivant.

—

B =~ ASHI(t) — pS(t),
O = NS(E)I(t) —VI() — ul (),
dR(t 7

dt

—



avec les conditions initiales

Ici i est le taux de recrutement et de mort naturelle, A est le
taux de contact effectif entre les individus sensibles et infectés
et v est le taux de récupération des individus infectés.

En considérant la densité totale de la population, nous avons
S(t)+1(t)+ R(t) =1

= R(t)=1—-S(t)— 1(t).

I1 suffit donc de considérer :

%’f) — 4 — AS(E)I(8) — uS (D),
d;_g) = AS(O)I(t) —yI(t) — pl(t),

La région réalisable pour le systeme ci-dessus est :

Q={(S(t),I(t) e R}, St)+1I(t)<1}.

puis :
o 45@)
St)=0= o —Hh>0
dI(t)
ds(t) dI(t)
S <
o + o ~vI(t) <0

31



Alinssi : € est positivement invariant.

4.2 Analyse de seuil

Dans cette section, nous montrons ’analyse de stabilité.
Le point d’équilibre sans maladie (DFE) est Ey = (1,0). Pour
trouver le point d’équilibre endémique F; = (S*, [*), nous met-

tons le coté droit du systeme égal a zéro pour obtenir

>=

(RO_ 1)7

ou : R():—

En épidémiologie mathématique, un concept important est lié
au nombre de reproduction de base Ry car il sert de parametre
de seuil qui régit la propagation des maladies infectieuses dans
une population. Il est défini comme le deuxieme nombre attendu
produit a partir d’un seul individu dans une population sensible.
Pour toute maladie infectieuse, I'une des préoccupations les plus
importantes est sa capacité a envahir une population . Cette ca-
pacité peut étre exprimée par un parametre de seuil Ry.

Si Ry < 1, alors chaque individu infecté, pendant toute sa
période d’infectiosité, produira en moyenne moins d’un individu
infecté. Dans le cas DFE, le systeme est localement asymptoti-

quement stable, ce qui montre que la maladie sera éliminée de
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la population.

Si Ry > 1, alors chaque individu infecté pendant toute sa période
d’infectiosité produira moins d’un individu infecté en moyenne
période infectieuse ayant des contacts avec des individus sen-
sibles produira plus d’un individu infecté, ce qui conduira en-
suite la maladie a envahir la population sensible, et le DFE est
instable .

La linéarisation par les criteres de Routh Hurwitz autour du
point d’équilibre endémique FE; est localement asymptotique-
ment stable pour Ry > 1.

Pour montrer que le systeme proposé est globalement asymp-
totiquement stable, nous utilisons la théorie de la fonction de
Lyapunov pour I’équilibre sans maladie et 1’équilibre endémique.
Nous présentons d’abord la stabilité globale de 1’équilibre sans

maladie.

Théoreme 11. 5i Ry < 1, alors l’équilibre sans maladie Ey du

systeme est globalement asymptotiquement stable sur €2.

Preuve Pour établir la stabilité globale de 1’équilibre sans

maladie , nous construisons la fonction de Lyapunov suivante
V:Q—=R:
V(S 1) =1(1)

En calculant la dérivée temporelle de Vle long de la solution du
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systeme proposé, nous obtenons

VI(t) = AS(@)1(t) — (v + w)I(1)
= (v +p) (RoS(t) — 1) I(2)

nous voyons que : V'(t) < 0 pour Ry < 1

si Ry <1 ,alors V'(t) =0< I(t) =0

si Ry =1 ,alors V'(t) =0« S(t) = 1.

Alinsi, par le principe d’invariance de LaSalle, le point d’équilibre

sans maladie Ej est globalement asymptotiquement stable sur 2.

Théoreme 12. L’équilibre endémique £y = (S*, I'") du systéme

est globalement asymptotiqguement stable sur 2.

Preuve : Pour la stabilité globale de I’'équilibre endémique
FE1, nous construisons la fonction de Lyapunov L : 2, — R, ou
Q+ = {(S(¢),I(t)) € Q| S(t) > 0,1(t) > 0} est donné par

L(S.1) =W, [S— 5" n <s§>] i [I_mn <I£>]

Ou Wy et Wy sont des constantes positives a choisir ultérieurement.

En prenant la dérivée de la fonction ci-dessus, on a

sz_f =W (S =87 (M =+ g) FWaI =) (AS = (3 +4).

En considérant le point d’équilibre, nous avons —u = AI* — & et
—(v+n) =—-A5"
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Donc, la formule ci-dessus L’équation devient

%:)\(WQ—Wﬂ(S—S*)(I—]*)—Wlﬂ(S—S*)2-

pour Wy =Wy =1, 0n a:

dL (S — 5%)
2" <.
@ - M gg sV
on obtient aussi : il
— =0 5 =9
dt

Par le principe d’invariance de LaSalle, le point d’équilibre endémique

Est globalement asymptotiquement stable sur 2.
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ANALYSE DE STABILITE D'UN MODELE GENERAL D'EPIDEMIE DE SIR

Population des classes sensibles, infectées et récupérées
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Figure 1 : Le graphique montre la population de sujets sensibles,

infectés et individus récupérés.

4.3 Simulation

Dans cette section, nous utilisons une méthode itérative pour
trouver la simulation numérique. Pour la simulation numérique,
nous considérons la valeur du parametre p = 0,1, A = 0,5 et
v = 0,0098. En utilisant le schéma Runge-Kutta d’ordre 4, nous

résolvons notre modele proposé . Les graphiques de la figure 1 .

36



montrent la population des individus sensibles, infectés et guéris.
Nous n’avons pas envisagé de modele mathématique pour représenter
une maladie particuliere dans ce rapport , mais notre objec-
tif principal était de montrer que la transmission de l’infec-
tion peut étre facilement étudiée par des modeles épidémiques.
L’analyse du modele a montré qu’il existe deux équilibres :
I'un est 1’équilibre sans maladie et I'autre 1’équilibre endémique.
La dynamique locale du modele proposé est déterminée par le
nombre de reproduction de base Ry qui dépend des valeurs des
parametres. Nous avons également présenté que pour Ry < 1
I’équilibre sans maladie est localement asymptotiquement stable
tandis que pour Ry > 1 I’équilibre endémique est asymptotique-

ment stable. I’équilibre endémique existe.
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