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Résumé

Dans ce travail, on s'intéresse aux Indicatrices Sphériques d'une courbe régulière
et leurs caractérisations. Il s'agit d'étudier les Indicatrices Sphériques du repère de
Bishop lié à une courbe régulière donnée, et ceci, en déterminant leurs invariants de
Frenet ainsi que leurs invariants de Bishop en fonction des invariants de la courbe ini-
tiale. Moyennant cette étude et une nouvelle caractérisation des courbes sphériques,
on a pu prouver de nouvelles caractérisations de l'hélice générale et de nouvelles ca-
ractérisations de l'hélice oblique. Pour illustrer ces résultats, on a étudié l'exemple
de l'hélice circulaire et celui des courbes de précession constante.

Keywords : Indicatrice Sphérique, Hélice Générale, Hélice Oblique, Repère de
Serret-Frenet, Repère de Bishop
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Introduction

Le domaine dans lequel se situe ce travail est celui de la géométrie des courbes et
des surfaces (géométrie di�érentielle classique ). Dans cette branche de géométrie, on
s'intéresse particulièrement à l'étude des propriétés locales des courbes d'un espace
euclidien de dimension 3. Dans cet objectif, on a attaché aux courbes, en chacun de
leurs points des trièdres de référence, en particulier le trièdre de Serret-Frenet et le
trièdre de Bishop.

Les Indicatrices Sphériques des repères orthonormés mobiles attachés à une courbe
donnée s'obtiennent en translatant des champs de vecteurs unitaires au centre de la
sphère unité d'un espace euclidien de dimension 3. Les extrémités des vecteurs des
champs décrivent une courbe sur la surface de la sphère dite Indicatrice de la courbe.
L'étude de ces courbes sphériques obtenues, permet une meilleure connaissance de
la courbe initiale.

Ce travail repose sur l'étude des Indicatrices Sphériques du repère de Bishop et
du vecteur de Darboux Bishop, en déterminant leurs invariants de Frenet et leurs
invariants de Bishop ainsi que les relations qui lient ces derniers aux invariants de la
courbe initiale. Il en découle des résultats importants qui permettent de caractériser
certaines courbes spéciales comme l'hélice générale et l'hélice oblique.

Cette thèse de doctorat intitulée �Sur les Indicatrices Sphériques et leurs carac-
térisations� comporte quatre chapitres :

� Chapitre Introductif : portant sur les � Rappels et compléments �. On rappelle
brièvement certains éléments de base de la géométrie di�érentielle classique,
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à savoir la notion de courbe paramétrée et plus particulièrement d'une courbe
régulière paramétrisée par son abscisse curviligne, la dé�nition du vecteur tan-
gent et quelques propriétés métriques des courbes. Puis on introduit la théorie
des repères mobiles en rappelant quelques dé�nitions et propriétés ainsi que les
deux trièdres de référence les plus connus en géométrie : le repère de Serret-
Frenet et le repère de Bishop. A la �n de ce chapitre, on présente quelques
courbes spéciales comme l'hélice générale et l'hélice oblique et on rappelle leurs
propriétés caractéristiques.

� Chapitre 2 : intitulé � Les Indicatrices Sphériques de Bishop �. Il est consacré à
l'étude des Images Sphériques du repère de Bishop d'une courbe régulière. Dans
[34], les auteurs ont entamé l'étude des Indicatrices Sphériques des champs
de vecteurs du repère de Bishop d'une courbe régulière, et ceci, en exprimant
leurs invariants de Frenet en fonction des invariants de Bishop de la courbe
initiale. Dans ce chapitre on se propose d'approfondir cette étude, en exprimant
le repère et les invariants de Serret-Frenet de chacune des Images Sphériques
des vecteurs unitaires du repère de Bishop en fonction des invariants de Serret-
Frenet de la courbe initiale.
A l'instar de cette étude, on se propose aussi de compléter l'étude, à peine en-
tamée dans [13], de l'Indicatrice Sphérique du vecteur rotation instantanée du
repère de Bishop (dit aussi vecteur de Darboux Bishop ) noté C, en exprimant
son repère de Frenet et ses invariants de Frenet en fonction des deux repères
respectifs de la courbe initiale. On complète cette étude par deux illustrations
du vecteur C, dans le cas de l'hélice circulaire et dans le cas d'une courbe de
précession constante.

� Chapitre 3 : nommé � Caractérisations de Courbes Spéciales moyennant les
Indicatrices Sphériques �. On commence d'abord par établir une relation qui
lie les invariants de Frenet d'une courbe sphérique et on en déduit une nouvelle
caractérisation de ces dernières.
Moyennant ces résultats et l'étude des Indicatrices Sphériques dans le cha-
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pitre 2, on a pu prouver de nouvelles caractérisations de l'hélice générale et de
l'hélice oblique.
Ce chapitre est couronné par l'application des résultats obtenus à l'hélice
circulaire, comme exemple d'une hélice générale et aux courbes de précession
constante comme exemple de l'hélice oblique.

� Chapitre 4 : intitulé � Conclusion et Perspectives�. On énonce les di�érents
résultats obtenus dans ce travail ainsi que certaines perspectives de travaux de
recherche.



Chapitre 1

Rappels et compléments

La géométrie di�érentielle étudie les propriétés locales et globales des courbes
et des surfaces, qui sont liées à la métrique de l'espace ambiant et aux dérivées des
équations locales ou des paramétrisations locales des objets considérés. Ce chapitre
rappelle un certain nombre de dé�nitions et de propriétés concernant les courbes.

1.1 Préliminaires

� On désigne par E3, l'espace euclidien de dimension 3 muni du produit scalaire
dé�ni par

〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + x3y3,

où x = (x1, x2, x3) et y = (y1, y2, y3) sont deux vecteurs de E3. Ainsi, la norme
déduite de ce produit scalaire est

‖x‖ =
√
〈x, x〉.

Deux vecteurs x et y sont dits orthogonaux si 〈x, y〉 = 0. Si x et y sont des
fonctions di�érentiables de la variable t, alors :

d

dt
(〈x, y〉) =

〈
dx

dt
, y

〉
+

〈
x,
dy

dt

〉
.
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On remarquera que si x est un vecteur unitaire (‖x‖ = 1), par dérivation de

‖x‖2 = 〈x, x〉 = 1,

on obtient 〈
x,
dx

dt

〉
= 0.

On conclut que les vecteurs x et dx
dt

sont alors orthogonaux.
� On désigne par S2 la sphère de rayon r > 0 et de centre l'origine de E3, dé�nie
par

S2 = {x = (x1, x2, x3) ∈ E3/〈x, x〉 = r2}.

Si r = 1, S2 est dite sphère unité.
� En notant par B = {−→e 1,

−→e 2,
−→e 3} une base orthonormée de E3 et par

x = x1
−→e 1 + x2

−→e 2 + x3
−→e 3, y = y1

−→e 1 + y2
−→e 2 + y3

−→e 3

deux vecteurs de E3, on rappelle la dé�nition du produit vectoriel de x et y,
noté x ∧ y,

x ∧ y = (x2y3 − x3y2, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1) .

On a bien
−→e 2 ∧ −→e 3 = −→e 1,

−→e 3 ∧ −→e 1 = −→e 2,
−→e 1 ∧ −→e 2 = −→e 3.

1.2 Courbe et vecteur tangent

Dans cette section, on rappelle la notion de courbe paramétrée et de vecteur
vitesse.

Courbe paramétrée et vecteur tangent

Dé�nition 1.2.1 Une courbe paramétrée dans E3 est une application
ϕ : I −→ E3

t 7−→ (ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t)),
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où I est un intervalle de R et les composantes ϕi, i = 1, 2, 3 sont des fonctions
continues sur I. On dit que la courbe paramétrée ϕ est de classe Ck (k ≥ 1) si les
ϕi, i = 1, 2, 3 sont de classe Ck.

Dé�nition 1.2.2 On appelle vecteur tangent (ou vecteur vitesse) d'une courbe ϕ(t)

de classe Ck (k ≥ 1), la première dérivée notée ϕ′(t), dé�nie par

ϕ′(t) = (ϕ′1(t), ϕ
′
2(t), ϕ

′
3(t)).

Dé�nition 1.2.3 La norme du vecteur tangent (‖ϕ′(t)‖) est appelée la vitesse de la
courbe ϕ.

Courbe régulière

Dé�nition 1.2.4 Une courbe ϕ : I −→ E3 de classe Ck (k ≥ 1), dé�nie par

ϕ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t)),

est dite régulière si

ϕ′(t) = (ϕ′1(t), ϕ
′
2(t), ϕ

′
3(t)) 6= 0E3 , ∀t ∈ R .

Si de plus ‖ϕ′‖ = 1, on dit alors que ϕ est une courbe à vitesse unité ou que la
paramétrisation ϕ est normale.

1.3 Propriétés métriques des courbes

L'objet de ce paragraphe est de dé�nir une paramétrisation normale pour une
courbe régulière appelée aussi paramétrisation par l'abscisse curviligne, puis d'en
déduire des invariants géométriques des courbes.

Dé�nition 1.3.1 Soient ϕ : I −→ E3 une courbe paramétrée et t0 un point de I.
On dé�nit la longueur de la courbe ϕ depuis le point t0 par le nombre suivant:

L (t) =

∫ t

t0

‖ϕ′(u)‖du.
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Remarque 1.3.2 Si la courbe possède un vecteur tangent unitaire (i.e. ‖ϕ′(u)‖ =

1), on a
L (t) =

∫ t

t0

‖ϕ′(u)‖du =

∫ t

t0

du = t− t0.

On dit alors que la courbe est paramétrisée par sa longueur.

Venons-en maintenant aux propriétés métriques. Etant donnée une courbe régu-
lière à valeurs dans un espace euclidien E3, on se demande si on peut dé�nir une
courbe paramétrisée par sa longueur. La proposition suivante répond à la question.

Proposition 1.3.3 Soit ϕ : I −→ E3 une courbe régulière de classe Ck (k ≥ 1). On
�xe un point t0 ∈ I et on pose, pour tout t dans I,

s(t) =

∫ t

t0

‖ϕ′(u)‖du.

La fonction s est un di�éomorphisme de classe C1 de I à valeurs dans J = s(I) ,
appelée abscisse curviligne. L'application

α = ϕos−1 : s(I) −→ E3

est une paramétrisation de la même courbe véri�ant

‖α′(s)‖ = 1, ∀s ∈ J.

1.4 Repère mobile

En géométrie di�érentielle classique euclidienne, on a été conduit à attacher aux
courbes en chacun de leurs points des trièdres de référence, en particulier le trièdre
de Frenet et le trièdre de Bishop. Les variations in�nitésimales des vecteurs de l'un
de ces repères, quand le point auquel il est attaché se déplace in�niment peu, sont en
relation simple avec les invariants attachés à la courbe. Les formules de Serret-Frenet
et de Bishop mettent en évidence cette relation.
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1.4.1 Dé�nitions et propriétés

Généralités

On se donne une courbe régulière ϕ : I −→ E3 de classe Ck (k ≥ 1). En chaque
point M(s) = ϕ(s) de la courbe, on dé�nit un repère orthonormal direct

(M(s), ~e1(s), ~e2(s), ~e3(s)),

tel que les fonctions s −→ ~ei(s), pour i = 1, 2, 3, soient de classe Ck, avec k ≥ 1.
Les vecteurs dérivées d~ei

ds
s'expriment, pour i = 1, 2, 3 par leurs composantes

dans la base (~e1, ~e2, ~e3) :
d~ei
ds

=
3∑
j=1

ωij~ej, pour i = 1, 2, 3.

Le caractère orthonormal de la base (~e1, ~e2, ~e3) donne à la matrice de coe�cients
(ωij)1≤i,j≤3 des propriétés particulières. En e�et, en dérivant les formules

〈~ei, ~ej〉 = 0 pour i 6= j et 〈~ei, ~ei〉 = 1,

on obtient :

〈~ei,
d~ej
ds
〉 + 〈d~ei

ds
,~ej〉 = 0 pour i 6= j et 〈~ei,

d~ei
ds
〉 = 0,

autrement dit

ωij + ωji = 0 pour i 6= j et ωii = 0.

La matrice antisymétrique (ωij)1≤i,j≤3 est appelée matrice rotation à l'instant t du
repère mobile. On a les formules suivantes :



d~e1
ds

= ω12~e2 − ω31~e3

d~e2
ds

= −ω12~e1 + ω23~e3

d~e3
ds

= ω31~e1 − ω23~e2.
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Rotation instantanée

Pour tout repère mobile (−→e 1,
−→e 2,

−→e 3) de matrice rotation antisymétrique, il
existe une fonction vectorielle

ω : I −→ E3

s 7−→ ω(s)

véri�ant, pour tout s ∈ I, les relations
d~ei
ds

= ω(s) ∧ ~ei, (i = 1, 2, 3). (1.1)

Le vecteur ω(s) est dit vecteur rotation à l'instant s du repère mobile (M(s), ~e1(s), ~e2(s), ~e3(s)).
Si on désigne par (p(s), q(s), r(s)) les composantes du vecteur ω(s) dans la base

(~ei)1≤i≤3, on a, par application de (1.1) :

d~e1
ds

= r~e2 − q~e3

d~e2
ds

= p~e3 − r~e1

d~e3
ds

= q~e1 − p~e2,

où 

p =

〈
~e3,

d~e2
ds

〉
= −

〈
~e2,

d~e3
ds

〉

q =

〈
~e1,

d~e3
ds

〉
= −

〈
~e3,

d~e1
ds

〉

r =

〈
~e2,

d~e1
ds

〉
= −

〈
~e1,

d~e2
ds

〉
.
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1.4.2 Repère de Serret-Frenet

Dé�nition

Le repère de Serret-Frenet est un outil d'étude du comportement local des
courbes. Il s'agit d'un repère local associé à un point M = ϕ (s) où

ϕ : I ⊂ R −→ E3

s 7−→ ϕ(s)

est une courbe régulière de classe Ck (k ≥ 3), sans point d'in�exion, paramétrée par
son abscisse curviligne.

Dé�nition 1.4.1 Le repère de Serret-Frenet au point M(s) = ϕ(s) est le repère
mobile orthonormé direct, noté:

(M,T,N,B)

où
T = ϕ′(s), appelé le vecteur tangent unitaire en M ,

N =
ϕ′′(s)

‖ϕ′′(s)‖
, appelée la normale principale à ϕ en M et

B = T ∧N, orthogonal à T et à N , dit vecteur binormal à ϕ en M .

Remarque 1.4.2 Par construction, les fonctions vectorielles T , N et B véri�ent

〈T,N〉 = 〈N,B〉 = 〈B, T 〉 = 0

〈T, T 〉 = 〈B,B〉 = 〈N,N〉 = 1.

Courbure. Torsion. Formules de Serret-Frenet

Il s'agit d'exprimer les vecteurs dT
ds

, dN
ds

et dB
ds

dans le repère de Frenet.
On appelle courbure au point M (s) = ϕ (s) et on note κ(s), la fonction donnée

par
κ(s) = ‖ϕ′′(s)‖.
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De la dé�nition de la normale principale, il vient
dT

ds
= κ (s)N. (1.2)

En dérivant les relations ‖B‖2 = 1, 〈B, T 〉 = 0 et en tenant compte de (1.2), on
obtient 〈

B,
dB

ds

〉
= 0 et

〈
T,
dB

ds

〉
= 0.

Il s'ensuit que dB
ds

et N sont colinéaires et par suite il existe une fonction scalaire

τ : s 7−→ τ (s)

appelée la fonction torsion de la courbe paramétrée ϕ, véri�ant
dB

ds
= −τ (s)N. (1.3)

De même, en dérivant ‖N‖2 = 1, on obtient〈
N,

dN

ds

〉
= 0,

et en dérivant respectivement les formules 〈T,N〉 = 0, 〈B,N〉 = 0 et en tenant
compte des formules (1.2) et (1.3), il vient〈

T,
dN

ds

〉
= −κ (s) et

〈
B,

dN

ds

〉
= τ (s) .

Par conséquent
dN

ds
= −κ(s)T + τ(s)B.

On obtient ainsi les formules, dites formules de Serret-Frenet :

dT

ds
= κ (s)N,

dN

ds
= −κ(s)T + τ(s)B,

dB

ds
= −τ(s)N.



17

Rotation instantanée du repère de Serret-Frenet

Soient ϕ : I −→ E3 (s −→ ϕ (s)) une courbe régulière de classe Ck (k ≥ 3), sans
point d'in�exion, paramétrée par son abscisse curviligne et (M(s), T (s), N(s), B(s))

le repère de Serret-Frenet associé à la courbe ϕ en M = ϕ (s). En tenant compte de
ce qui précède, le vecteur rotation instantanée de ce repère est donné par

ω = −τ T + κ B.

Le vecteur ω est aussi dit, vecteur de Darboux.

1.4.3 Repère de Bishop

Dé�nition

Le repère de Bishop ou le transport parallèle est une approche alternative pour
déterminer un repère mobile qui est bien dé�ni même si la courbe est de dérivée
seconde nulle. Le repère de Bishop est un repère orthonormé, constitué du vec-
teur tangent T d'une courbe donnée et de deux vecteurs {M1(s),M2(s)} du plan
perpendiculaire à T, linéairement indépendants et relativement parallèles au plan
perpendiculaire à T . Cette base doit satisfaire les conditions qui sont exprimées sous
la formule matricielle suivante:

T ′

M ′
1

M ′
2

 =


0 k1 k2

−k1 0 0

−k2 0 0




T

M1

M2

 .
Dé�nition 1.4.3 L'ensemble {T,M1,M2} est appelé le trièdre de Bishop. k1 et k2

les courbures de Bishop.
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Relation entre les invariants de Frenet et les invariants de Bishop

La matrice relation peut s'exprimer comme suit
T

N

B

 =


1 0 0

0 cos θ(s) sin θ(s)

0 − sin θ(s) cos θ(s)




T

M1

M2

 . (1.4)

Il en découle les relations suivantes entre les invariants de Frenet κ et τ et les
invariants de Bishop k1 et k2

κ(s) =
√
k2

1 + k2
2 (1.5)

et  k1 = κ cos θ(s)

k2 = κ sin θ(s).
(1.6)

Soit

θ(s) = arctan

(
k2

k1

)
, k1 6= 0

et
τ(s) = θ′(s).

Rotation instantanée du repère de Bishop

Le vecteur rotation instantanée du repère de Bishop, appelé aussi vecteur de
Darboux Bishop, est donné par

ω = −k2 M1 + k1 M2.

Il véri�e les équations
T ′ = ω ∧ T,

M ′
1 = ω ∧M1,

M ′
2 = ω ∧M2.

Si on normalise le vecteur de Darboux Bishop, on obtient le vecteur

C =
ω

‖ω‖
=
−k2M1 + k1M2√

k2
1 + k2

2

.
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1.5 Hélice dans E3

1.5.1 Hélice générale

Dé�nition 1.5.1 Une courbe ϕ : I −→ E3 régulière de classe Ck (k ≥ 1) est dite
hélice générale si le vecteur tangent fait un angle constant avec une direction �xe u.

Autrement dit, si on désigne par θ l'angle que le vecteur tangent T fait avec la
direction �xe u, on a

〈T (s) , u〉 = cos θ, ∀s ∈ I.

Cette direction �xe u est appelée l'axe de l'hélice.

Proposition 1.5.2 (Propriétés caractéristiques de l'hélice générale) Soit ϕ
une courbe régulière de classe Ck (k ≥ 3), sans point d'in�exion et de torsion non
nulle. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) Les tangentes à ϕ font un angle constant avec une direction �xe.
b) Les normales principales à ϕ sont parallèles à un plan �xe.
c) Les binormales à ϕ font un angle constant avec une direction �xe.
d) La fonction τ

κ
est constante.

Exemple 1.5.3 Dans le cas particulier où κ et τ sont des constantes, l'hélice gé-
nérale est dite hélice circulaire.

Pour tout complément d'information voir [9, 17, 18].

1.5.2 Hélice oblique au sens de Frenet

Dans [30], une hélice oblique dans un espace euclidien E3, est dé�nie comme suit:

Dé�nition 1.5.4 Soit ϕ = ϕ(s) une courbe régulière à vitesse unité de courbure
κ (s) 6= 0. ϕ est dite hélice oblique si la normale principale fait un angle constant
avec une direction �xe.
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On remarque que l'hélice générale est un cas particulier de l'hélice oblique. Dans
[30], les auteurs ont prouvé la proposition suivante, qui caractérise l'hélice oblique
dans E3.

Proposition 1.5.5 (Propriété caractéristique de l'hélice oblique) Soit ϕ =

ϕ(s) une courbe régulière de courbures κ et τ . La courbe ϕ = ϕ(s) est une hélice
oblique si et seulement si la courbure géodésique

σ(s) =

[
κ2

(κ2 + τ 2)
3
2

(τ
κ

)′] (1.7)

de la normale principale est une fonction constante.



Chapitre 2

Les Indicatrices Sphériques de

Bishop

Une courbe sphérique est une courbe tracée sur la surface d'une sphère. Une

Indicatrice Sphérique d'une courbe s'obtient en translatant un champ de vecteurs
unitaires dé�ni à partir de cette courbe, au centre de la sphére unité d'un espace
euclidien de dimension 3. Les extremités des vecteurs du champ décrivent une courbe
sur la surface de la sphère, cette courbe sphérique est dite Indicatrice (ou Image)
Sphérique de la courbe.

Yilmaz, Ozyilmaz et Turgut ont entamé, dans [34], l'étude des Images Sphériques
des champs de vecteurs du repère de Bishop d'une courbe régulière, ils ont exprimé
le repère de Frenet de ces trois courbes en fonction du repère de Bishop de la courbe
initiale.

Dans ce travail, on se propose d'approfondir cette étude en exprimant, cette fois
ci, le repère de Frenet ainsi que les invariants du Frenet de chacune des Images
Sphériques en fonction du repère de Frenet et des invariants de Frenet de la courbe
initiale. Il s'ensuit des résultats importants sur la caractérisation des courbes régu-
lières.

21
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2.1 Image Sphérique du vecteur tangent de Bishop

Dé�nition 2.1.1 Soit ϕ = ϕ(s) une courbe régulière de E3. Si on translate le pre-
mier champ de vecteurs (champ de vecteurs tangents) du repère de Bishop au centre
O de la sphère unité S2, on obtient une courbe sphérique, notée

ξ = ξ(sξ(s)) = T (s).

Cette courbe est appelée Image Sphérique du vecteur tangent de Bishop ou Indicatrice
de la courbe ϕ = ϕ(s).

2.1.1 Invariants de Serret-Frenet de ξ = ξ (sξ) en fonction des

invariants de Bishop de la courbe initiale

On considère le schéma suivant :

s −→ sξ = sξ(s) −→ ξ(sξ) = ξ(sξ(s)) = T (s)

où sξ −→ ξ(sξ) est une courbe à vitesse unité.
En notant par prime (′) la dérivée par rapport à s et par point (.) la dérivée par

rapport à sξ, il vient dans [34] :

T ′ = ξ′ =
dξ

dsξ

dsξ
ds

= k1 M1 + k2 M2.

Le vecteur tangent de la courbe ξ = ξ(sξ) est donné par

Tξ =
dξ

dsξ
=
k1 M1 + k2 M2√

k2
1 + k2

2

où
dsξ
ds

=
√
k2

1 + k2
2.

Pour déterminer la première courbure de ξ, on calcule Ṫξ =
dTξ
dsξ

, il vient

Ṫξ = −T +
k3

2

(k2
1 + k2

2)
2

(
k1

k2

)′
M1 +

k3
1

(k2
1 + k2

2)
2

(
k2

k1

)′
M2
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et par suite

κξ = ‖Ṫξ‖ =

√
1 +

[
k3

2

(k2
1 + k2

2)
2

(
k1

k2

)′]2

+

[
k3

1

(k2
1 + k2

2)
2

(
k2

k1

)′]2

.

La normale principale est donnée par

Nξ =
Ṫξ

‖Ṫξ‖
=

1

κξ

[
−T +

k3
2

(k2
1 + k2

2)
2

(
k1

k2

)′
M1 +

k3
1

(k2
1 + k2

2)
2

(
k2

k1

)′
M2

]
,

le vecteur binormal Bξ = Tξ ∧Nξ s'exprime par

Bξ =
1

κξ

[(
k4

1

(k2
1 + k2

2)
5
2

(
k2

k1

)′
− k4

2

(k2
1 + k2

2)
5
2

(
k1

k2

)′)
T − k2√

k2
1 + k2

2

M1 +
k1√

k2
1 + k2

2

M2

]

et la torsion de ξ, notée τξ :

τξ =

 −k1{3k′2 (k1k
′
1 + k2k

′
2)− (k2

1 + k2
2) [k′′2 − k1 (k2

1 + k2
2)]}

+k2{3k′1 (k1k
′
1 + k2k

′
2)− (k2

1 + k2
2) [k′′1 − k1 (k2

1 + k2
2)]}


[
k2

1

(
k2

k1

)′]2

+ (k2
1 + k2

2)
3

.

2.1.2 Invariants de Serret-Frenet de ξ = ξ (sξ) en fonction des

invariants de Serret-Frenet de la courbe initiale

Dans ce paragraphe on se propose d'exprimer les invariants de Serret-Frenet de
l'Indicatrice Sphérique du vecteur tangent en fonction des invariants de Frenet de
la courbe initiale (voir [26]) .

Le vecteur tangent Tξ de la courbe ξ = ξ (sξ) est exprimé, dans [34], par

Tξ =
k1M1 + k2M2√

k2
1 + k2

2

=
1

κ
(k1M1 + k2M2) (2.1)

et
dsξ
ds

= κ.

Moyennant la matrice relation (1.4), on a

M1 = cos θ (s)N − sin θ (s)B (2.2)
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et
M2 = sin θ (s)N + cos θ (s)B. (2.3)

En reportant (2.2) et (2.3) dans (2.1), on obtient

Tξ =
1

κ
[(k1 cos θ (s) + k2 sin θ (s))N + (−k1 sin θ (s) + k2 cos θ (s))B] .

En utilisant les formules (1.6), il vient

Tξ = N.

On dérive Tξ par rapport à s et on utilise la deuxième formule de Frenet

T ′
ξ =

dTξ
dsξ

dsξ
ds

= N ′ = −κT + τB.

Il s'ensuit
.

T ξ =
dTξ
dsξ

= −T +
τ

κ
B.

D'où la première courbure de la courbe ξ = (sξ)

κξ =
∥∥∥ .

T ξ

∥∥∥ =

√
1 +

(τ
κ

)2

,

et la normale principale

Nξ =

.

T ξ∥∥∥ .

T ξ

∥∥∥ =
κ√

κ2 + τ 2

(
−T +

τ

κ
B
)
.

Le vecteur binormal s'exprime, moyennant le produit vectoriel, par

Bξ = Tξ ∧Nξ =
κ√

κ2 + τ 2

(τ
κ
T +B

)
.

Pour déterminer la torsion, on dérive Bξ par rapport à s

B′
ξ =

 1√
1 +

(τ
κ

)2

(τ
κ
T +B

)
′

=

(τ
κ

)′
(

1 +
(τ
κ

)2
) 3

2

(
T − τ

κ
B
)
,
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d'où
.

Bξ =
1

k

(τ
κ

)′
(

1 +
(τ
κ

)2
) 3

2

(
T − τ

κ
B
)
.

En utilisant la formule de la torsion, il vient
τξ = −

〈 .

Bξ, Nξ

〉
=

(τ
κ

)′
(

1 +
(τ
κ

)2
) 3

2

1√
κ2 + τ 2

∥∥∥T − τ

κ
B
∥∥∥2

=
1

κ

(τ
κ

)′
1 +

(τ
κ

)2 ,

d'où
τξ = −

〈 .

Bξ, Nξ

〉
=

κ

κ2 + τ 2

(τ
κ

)′
. (2.4)

2.2 Image Sphérique du vecteur M1 de Bishop

Dé�nition 2.2.1 Soit ϕ = ϕ(s) une courbe régulière dans l'espace E3. Si on trans-
late le deuxième champ de vecteurs du repère de Bishop au centre de la sphère unité
S2, on obtient une courbe sphérique notée

δ = δ(sδ (s)) = M1(s).

Cette courbe est appelée Image Sphérique du vecteur M1 de Bishop ou Indicatrice de
la courbe ϕ = ϕ(s).

2.2.1 Invariants de Serret-Frenet de δ = δ (sδ) en fonction des

invariants de Bishop de la courbe initiale

Soit le schéma suivant

s −→ sδ (s) −→ δ (sδ (s)) = M1 (s)
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où sδ −→ δ(sδ) est une courbe à vitesse unité.
En conservant les mêmes notations pour les dérivées par rapport à s et les

dérivées par rapport à sδ, il vient dans [34]

M ′
1 = δ′ =

dδ

dsδ

dsδ
ds

= −k1T.

Le vecteur tangent de la courbe δ = δ (sδ) est donné par

Tδ = T et
dsδ
ds

= −k1.

Pour déterminer la courbure κδ de δ, on calcule Ṫδ =
dTδ
dsδ

, on a

T ′
δ = Ṫδ

dsδ
ds

= T ′ = k1 M1 + k2 M2.

Par conséquent
Ṫδ = −M1 −

k2

k1

M2,

et
κδ =

∥∥∥Ṫδ∥∥∥ =

√
1 +

(
k2

k1

)2

. (2.5)

La normale principale de la courbe δ est donnée par

Nδ =
Ṫδ∥∥∥Ṫδ∥∥∥ = − 1

κδ
M1 − k2

k1κδ
M2,

le vecteur binormal

Bδ = Tδ ∧Nδ =
k2

k1κδ
M1 − 1

κδ
M2

et la torsion de δ notée τδ

τδ = −
k1

(
k2

k1

)′
k2

1 + k2
2

. (2.6)
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2.2.2 Invariants de Serret-Frenet de δ = δ (sδ) en fonction des

invariants de Serret-Frenet de la courbe initiale

Comme pour le vecteur tangent, on se propose de déterminer les invariants de
Serret-Frenet de la courbe δ = δ (sδ) en fonction des invariants de Serret-Frenet de
la courbe initiale (voir [26]).

D'après le paragraphe précédent 2.2.1, on a

Tδ = T

et moyennant les formules (1.6),
dsδ
ds

= −k1 = −κ cos θ (s) .

La formule (1.2) permet d'écrire

T ′
δ =

dTδ
dsδ

dsδ
ds

= T ′ = kN,

et en utilisant (1.6), il vient
.

T δ =
dTδ
dsδ

= − 1

cos θ (s)
N,

d'où
κδ =

∥∥∥ .

T δ

∥∥∥ =
1

cos θ (s)
(2.7)

et
Nδ =

.

T δ∥∥∥ .

T δ

∥∥∥ = −N.

Par le produit vectoriel, on obtient le vecteur binormal de l'Image Sphérique du
vecteur M1 de Bishop

Bδ = Tδ ∧Nδ = −B.

En conclusion, on obtient le repère de Serret-Frenet de l'Image Sphérique du
vecteur M1 de Bishop en fonction du repère de Frenet de la courbe initiale

(Tδ, Nδ, Bδ) = (T,−N,−B) .
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A�n de déterminer l'expression de la torsion, on dérive Bδ par rapport à s, et on
utilise (1.3) . Il vient

B′
δ =

.

Bδ
dsδ
ds

= −B′ = τN,

d'où
.

Bδ =
τ

−κ cos θ (s)
N.

Moyennant la formule de la torsion, on a

τδ = −
〈 .

Bδ, Nδ

〉
= − τ

κ cos θ (s)
. (2.8)

2.3 Image Sphérique du vecteur M2 de Bishop

Dé�nition 2.3.1 Soit ϕ = ϕ(s) une courbe régulière dans E3. Si on translate le
troisième champ de vecteurs du repère de Bishop au centre O de la sphère unité S2,
on obtient une courbe sphérique notée

ψ = ψ(sψ (s)) = M2 (s) .

Cette courbe est appelée Image Sphérique du vecteur M2 de Bishop ou Indicatrice de
la courbe ϕ = ϕ(s).

2.3.1 Invariants de Serret-Frenet de ψ = ψ (sψ) en fonction

des invariants de Bishop de la courbe initiale

Soit le schéma suivant

s −→ sψ(s) −→ ψ(sψ(s)) = M2(s)

où sψ −→ ψ(sψ) est une courbe à vitesse unité.
De même que pour M1, les invariants de Serret-Frenet pour la courbe ψ = ψ(sψ)

sont exprimés dans [34] comme suit

M ′
2 = ψ′ =

dψ

dsψ

dsψ
ds

= −k2T.
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Le vecteur tangent de la courbe ψ = ψ (sψ) est donné par

Tψ = T et dsψ
ds

= −k2.

Ainsi, a�n de déterminer la première courbure de ψ = ψ (sψ) on dérive

T ′
ψ = Ṫψ

dsψ
ds

= T ′ = k1 M1 + k2 M2.

Par conséquent
Ṫψ = −k1

k2

M1 − M2,

d'où
κψ =

∥∥∥Ṫψ∥∥∥ =

√
1 +

(
k1

k2

)2

. (2.9)
La normale principale est donnée par

Nψ =
Ṫψ∥∥∥Ṫψ∥∥∥ = − k1

k2κψ
M1 − 1

κψ
M2.

Moyennnant le produit vectoriel Tψ ∧Nψ, on calcule le vecteur binormal

Bψ =
1

κψ
M1 − k1

k2κψ
M2.

En utilisant l'expression de la torsion on obtient

τψ =

k2

(
k1

k2

)′
k2

1 + k2
2

. (2.10)

2.3.2 Invariants de Serret-Frenet de ψ = ψ (sψ) en fonction

des invariants de Serret-Frenet de la courbe initiale

Par des calculs similaires à ceux du paragraphe 2.2.2, on détermine les invariants
de Serret-Frenet de la courbe ψ = ψ (sψ) en fonction des invariants de Serret-Frenet
de la courbe initiale (voir [26]).

Le vecteur tangent de ψ = ψ (sψ) est donné par

Tψ = T
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et moyennant les formules (1.6)

dsψ
ds

= −k2 = −κ sin θ (s) .

Ainsi, on dérive
T ′
ψ =

dTψ
dsψ

dsψ
ds

= T ′ = kN,

on obtient
.

Tψ =
dTψ
dsψ

= − 1

sin θ (s)
N.

D'où
κψ =

∥∥∥ .

Tψ

∥∥∥ =
1

sin θ (s)
(2.11)

et
Nψ =

.

Tψ∥∥∥ .

Tψ

∥∥∥ = −N.

Le produit vectoriel Tψ ∧ Nψ permet d'exprimer le vecteur binormal de l'Image
Sphérique du vecteur M2 de Bishop

Bψ = −B.

Ainsi, on obtient le repère de Serret-Frenet de l'Image Sphérique du vecteur M2 de
Bishop

(Tψ, Nψ, Bψ) = (T,−N,−B) .

En vue de déterminer l'expression de la torsion, on calcule

B′
ψ =

.

Bψ
dsψ
ds

= −B′ = τN,

d'où
.

Bψ =
τ

−κ sin θ (s)
N.

En utilisant les formules de la torsion, on obtient

τψ = − τ

κ sin θ (s)
. (2.12)



31

2.4 Image Sphérique du vecteur de Darboux Bishop

2.4.1 Etude des invariants du vecteur de Darboux Bishop

A l'instar des Indicatrices Sphériques des vecteurs unitaires du repère de Bishop
étudiées dans [34], dans [13], l'auteur a entamé l'étude de l'Indicatrice Sphérique du
vecteur unitaire de Darboux Bishop C =

ω

‖ω‖
en calculant le vecteur dérivé C ′ en

fonction des invariants de Bishop. Dans ce travail on se propose de compléter cette
étude en exprimant le repère de Frenet ainsi que les invariants de Frenet de l'Image
Sphérique du vecteur C, respectivement dans le repère de Frenet et dans le repère
de Bishop de la courbe initiale(voir [25]).

Dé�nition 2.4.1 Soit ϕ = ϕ(s) une courbe régulière dans E3. Si on translate le
champ de vecteurs de Darboux Bishop C =

ω

‖ω‖
vers le centre O de la sphère unité

S2, on obtient une courbe sphérique, notée

αC = αC (sC (s)) = C (s) .

Cette courbe est appelée Image Sphérique du vecteur de Darboux Bishop ou Indica-
trice de la courbe ϕ = ϕ(s).

En dérivant l'expression de αC , on obtient

α′C =
dαC
dsC

dsC
ds

= C ′(s).

En notant la dérivation par rapport à s par prime et la dérivation par rapport à sC
par point, il vient

α̇C
dsC
ds

= C ′.

Dans [13], les auteurs ont exprimé C ′, en fonction des invariants de Bishop, comme
suit

C ′ =
k2k1k

′
1 − k′2k

2
1

(k2
1 + k2

2)
3
2

M1 +
k′1k

2
2 − k1k2k

′
2

(k2
1 + k2

2)
3
2

M2,
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ce qu'on peut formuler autrement

C ′ =
k1 (k2k

′
1 − k′2k1)

(k2
1 + k2

2)
3
2

M1 +
k2 (k′1k2 − k1k

′
2)

(k2
1 + k2

2)
3
2

M2

=

k1k
2
2

(
k1

k2

)′
(k2

1 + k2
2)

3
2

M1 +

k3
2

(
k1

k2

)′
(k2

1 + k2
2)

3
2

M2.

Comme on suppose que ϕ = ϕ(s) est une courbe régulière de classe Ck (k ≥ 3), sans
point d'in�exion, on a les relations

θ(s) = arctan
k2

k1

et τ(s) = θ′(s).

Il vient
τ(s) =

(
arctan

(
k2

k1

))′

=

k2

k1

′

1+

k2

k1

2 .

D'où

τ (s) =

k2
1

(
k2

k1

)′
k2

1 + k2
2

. (2.13)

En utilisant l'équation (1.5), il vient

τ

κ
=

k2
1

(
k2

k1

)′
(k2

1 + k2
2)

3
2

= −
k2

2

(
k1

k2

)′
(k2

1 + k2
2)

3
2

.
(2.14)

Moyennant l'équation (2.15), on obtient une expression simpli�ée de C ′

C ′ = −k1
τ

κ
M1 − k2

τ

κ
M2 = α̇C

dsC
ds

,

et par passage aux normes, il découle
dsC
ds

= τ .
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Il vient
TαC

=
.
αC = −k1

κ
M1 −

k2

κ
M2 = −1

κ
(k1M1 + k2M2) .

Moyennant les formules (1.4) et (1.6) , on obtient le vecteur tangent de l'Image
Sphérique du vecteur C en fonction des invariants de Frenet,

TαC
= −N,

et moyennant (1.5) , on obtient l'expression de TαC
en fonction des invariants de

Bishop
TαC

= − k1√
k2

1 + k2
2

M1 − k2√
k2

1 + k2
2

M2,

soit
TαC

= − 1√
1 +

(
k2

k1

)2
M1 −

1√
1 +

(
k1

k2

)2
M2

et
dsC
ds

= τ = −
k2

2

(
k1

k2

)′
k2

1 + k2
2

.

Pour déterminer la première courbure de αC , on dérive la formule

TαC
= −N

il vient
T ′
αC

= ṪαC

dsC
ds

= −N ′ = κT − τB

et du fait que dsC
ds

= τ , on obtient

ṪαC
=
κ

τ
T −B

d'où
καC

=
∥∥∥ṪαC

∥∥∥ =

√
1 +

(κ
τ

)2

. (2.15)
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En utilisant l'équation (2.15), on obtient l'expression de καC
en fonction des inva-

riants de Bishop, comme suit

καC
=

√√√√√√√√1 +

(k2
1 + k2

2)
3
2

k2
1

(
k2

k1

)′


2

.

Ainsi, la normale principale est donnée par

NαC
=

ṪαC∥∥∥ṪαC

∥∥∥ =
1

καC

[κ
τ
T −B

]
.

De la relation matricielle (1.4) , on tire

B = − sin θ(s) M1 + cos θ(s) M2,

et en utilisant les équations (1.5) , (1.6) et (2.15) on obtient NαC
en fonction des

invariants de Bishop

NαC
=

1

καC

(k2
1 + k2

2)
3
2

k2
1

(
k2

k1

)′ T +
k2√
k2

1 + k2
2

M1 −
k1√
k2

1 + k2
2

M2

 .
A l'aide du produit vectoriel TαC

∧NαC
on obtient le vecteur binormal

BαC
= −N ∧ 1

καC

(κ
τ
T −B

)

= − κ

τκαC

N ∧ T +
1

καC

N ∧B

=
κ

τκαC

B +
1

καC

T

soit
BαC

=
1

καC

[
T +

κ

τ
B
]
.
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On peut également exprimer BαC
en fonction des invariants de Bishop comme suit

BαC
= 1

καC

T − k2 (k2
1 + k2

2)

k2
1

(
k2

k1

)′ M1 +
k2

1 + k2
2

k1

(
k2

k1

)′M2

 .
A�n de déterminer la torsion, on dérive BαC

et on écrit

B′
αC

= ḂαC

dsC
ds

,

or

B′
αC

=
d

ds

 1√
1 +

(κ
τ

)2

(
T +

κ

τ
B
)

où
καC

=

√
1 +

(κ
τ

)2

,

donc

B′
αC

= −

(κ
τ

)(κ
τ

)′
(

1 +
(κ
τ

)2
) 3

2

[
T +

κ

τ
B
]

+
1√

1 +
(κ
τ

)2

[
T ′ +

(κ
τ

)′
B +

(κ
τ

)
B′
]
.

A l'aide des formules de Serret-Frenet on obtient

B′
αC

= −

(κ
τ

)(κ
τ

)′

1+

(κ
τ

)2
 3

2

(
T +

κ

τ
B
)

+ 1√√√√1+

(κ
τ

)2

[
κN +

(κ
τ

)′
B −

(κ
τ

)
τ N

]

= −

(κ
τ

)(κ
τ

)′
(

1 +
(κ
τ

)2
) 3

2

T +

−
(κ
τ

)2 (κ
τ

)′
(

1 +
(κ
τ

)2
) 3

2

+

(κ
τ

)′
√

1 +
(κ
τ

)2

B

= −

(κ
τ

)(κ
τ

)′
(

1 +
(κ
τ

)2
) 3

2

T +

(κ
τ

)′
(

1 +
(κ
τ

)2
) 3

2

B,
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d'où

ḂαC
= −1

τ

(κ
τ

)(κ
τ

)′
(

1 +
(κ
τ

)2
) 3

2

T +
1

τ

(κ
τ

)′
(

1 +
(κ
τ

)2
) 3

2

B.

A l'aide de la formule de la torsion, il vient
ταC

= −
〈
ḂαC

, NαC

〉

= −

〈
−1

τ

(κ
τ

)(κ
τ

)′
(

1 +
(κ
τ

)2
) 3

2

T +
1

τ

(κ
τ

)′
(

1 +
(κ
τ

)2
) 3

2

B, 1
καC

[κ
τ
T −B

]〉

=
1

τ
×

(κ
τ

)(κ
τ

)′
(

1 +
(κ
τ

)2
) 3

2

× 1

καC

(κ
τ

)
+

1

τ
×

(κ
τ

)′
(

1 +
(κ
τ

)2
) 3

2

× 1

καC

=
1

τ


(κ
τ

)2 (κ
τ

)′
(

1 +
(κ
τ

)2
)2 +

(κ
τ

)′
(

1 +
(κ
τ

)2
)2

 ,
soit

ταC
=

1

τ


(κ
τ

)′
1 +

(κ
τ

)2

 . (2.16)

En utilisant les équations (2.14) et (2.15), on obtient l'expression de ταC
en fonction

des invariants de Bishop

ταC
=

k2
1 + k2

2

k2
1

(
k2

k1

)′




(k2

1 + k2
2)

3
2

k2
1

(
k2

k1

)′


′

1+


(k2

1 + k2
2)

3
2

k2
1

(
k2

k1

)′


2


.
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2.4.2 Exemple 1. Hélice circulaire

On considère l'hélice circulaire à vitesse unité dé�nie par :

β = β(s) = (a cos
s

c
, a sin

s

c
,
bs

c
)

où c =
√
a2 + b2 ∈ R.

Les invariants de Serret-Frenet de l'hélice sont comme suit :

κ =
a

c2

τ =
b

c2

T =
1

c
(−a sin s

c
, a cos s

c
, b)

N = (− cos
s

c
,− sin

s

c
, 0)

B =
1

c
(b sin

s

c
,−b cos

s

c
, a).

A�n de déterminer le repère de Bishop de la courbe β = β(s), on calcule

θ(s) =

s∫
0

b

c2
ds =

bs

c2
.

D'où la matrice de transformation liant les deux repères

T

N

B


=



1 0 0

0 cos
bs

c2
sin

bs

c2

0 − sin
bs

c2
cos

bs

c2





T

M1

M2


.

Moyennant la méthode de Cramer, on obtient le trièdre de Bishop :
La tangente :

T =
1

c
(−a sin

s

c
, a cos

s

c
, b).
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Le vecteur M1 :

M1 = (− cos
s

c
cos

bs

c2
− b

c
sin

s

c
sin

bs

c2
,
b

c
cos

s

c
sin

bs

c2
− sin

s

c
cos

bs

c2
,−a

c
sin

bs

c2
).

Le vecteur M2 :

M2 = (
b

c
sin

s

c
cos

bs

c2
− cos

s

c
sin

bs

c2
,−b

c
cos

s

c
cos

bs

c2
− sin

s

c
sin

bs

c2
,−a

c
cos

bs

c2
).

Il en découle le vecteur de Darboux Bishop dé�ni précédemment

C =

(
b

c
sin(

s

c
),−b

c
cos(

s

c
),
a

c

)
.

Fig. 2.1 � Indicatrices Sphériques du vecteur de Darboux Bishop de β = β(s)



39

2.4.3 Exemple 2. Courbe de précession constante

On considère la courbe à vitesse unité, notée γ = (γ1, γ2, γ3) , dé�nie par :

γ1 (s) =
α+ µ

2α

sin [(α− µ) s]

α− µ
− α− µ

2α

sin [(α+ µ) s]

α+ µ

γ2(s) = −α+ µ

2α

cos [(α− µ) s]

α− µ
+
α− µ

2α

cos [(α+ µ) s]

α+ µ

γ3(s) =
ω

µα
sin (µs)

où
α =

√
ω2 + µ2

et ω, µ sont des constantes.
Ses courbures sont exprimées dans [31] de la façon suivante κ(s) = −ω sin(µs)

τ = ω cos(µs).

En particulier pour α = 26 , ω = 24 et µ = 10 , γ = (γ1, γ2, γ3) devient

γ1 (s) =
9

208
sin(16s)− 1

117
sin(36s)

γ2 (s) = − 9

208
cos(16s) +

1

117
cos(36s)

γ3 (s) =
6

65
sin(10s)

ainsi que  κ(s) = −24sin(10s)

τ = 24cos(10s).

Les vecteurs du repère de Serret-Frenet le long de la courbe γ sont donnés comme
suit :
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La tangente :

T =



γ′1 =
9

13
cos(16s)− 4

13
cos(36s)

γ′2 =
9

13
sin(16s)− 4

13
sin(36s)

γ′3 =
12

13
cos(10s).

La normale principale :

N =



N1 =
6

13

sin(16s)

sin(10s)
− 6

13

sin(36s)

sin(10s)

N2 = − 6

13

cos(16s)

sin(10s)
+

6

13

cos(36s)

sin(10s)

N3 =
5

13
.

Le binormal :

B =



B1 =
45

169
sin(16s)− 20

169
sin(36s) +

72

169

cos(16s)

tan(10s)
− 72

169

cos(36s)

tan(10s)

B2 = − 45

169
cos(16s) +

20

169
cos(36s) +

72

169

sin(16s)

tan(10s)
− 72

169

sin(36s)

tan(10s)

B3 = −156

169
sin(10s).

On a aussi besoin de

θ(s) =

s∫
0

24cos(10s)ds =
24

10
sin(10s).

La matrice de transformation de la courbe γ = γ(s) s'écrit sous la forme suivante

T

N

B


=



1 0 0

0 cos(
24

10
sin(10s)) sin(

24

10
sin(10s))

0 − sin(
24

10
sin(10s)) cos(

24

10
sin(10s))





T

M1

M2


.
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En utilisant la méthode de Cramer, on obtient le trièdre de Bishop comme suit :
La tangente :

T =



9

13
cos(16s)− 4

13
cos(36s)

9

13
sin(16s)− 4

13
sin(36s)

12

13
cos(10s).

Le vecteur M1 :

M1 = cos(
24

10
sin(10s))N − sin(

24

10
sin(10s))B.

Le vecteur M2 :

M2 = sin(
24

10
sin(10s))N + cos(

24

10
sin(10s))B.

En utilisant l'expression de C, le champ de Darboux Bishop, on obtient

C = −sin(
24

10
sin(10s)) M1 + cos(

24

10
sin(10s)) M2.

Fig. 2.2 � Indicatrice Sphériques du vecteur de Darboux Bishop de γ = γ(s)



Chapitre 3

Caractérisations de courbes spéciales

moyennant les Indicatrices

Sphériques

Plusieurs chercheurs ont donné des caractérisations de courbes spéciales, comme
l'hélice générale, oblique, courbe involutive, ...etc, moyennant des Indicatrices Sphé-
riques. Dans ce chapitre, on s'intéresse aux Indicatrices Sphériques en tant que
courbes sphériques. Ce qui nous amène, dans un premier temps, à donner des ca-
ractérisations des courbes sphériques(voir [25],[26]).

3.1 Caractérisations des courbes sphériques

Théorème 3.1.1 Soit ϕ = ϕ(s) une courbe régulière de courbures κ et τ . Si la
courbe ϕ = ϕ(s) est tracée sur la surface d'une sphère de rayon r alors ses courbures
véri�ent

τ 2
(
r2κ2 − 1

)
=

(
κ′

κ

)2

. (3.1)

Preuve 3.1.2 Comme ϕ = ϕ(s) est tracée sur une sphère de rayon r, on peut

42
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toujours supposer
‖ϕ(s)‖2 = r2.

En dérivant cette égalité, on obtient

〈ϕ(s), T 〉 = 0. (3.2)

En dérivant une deuxième fois, il vient

κ 〈ϕ(s), N〉 = −1.

On remarquera que nécessairement κ 6= 0 et par suite

〈ϕ(s), N〉 = −1

κ
. (3.3)

En dérivant la formule (3.3) , on obtient〈
ϕ (s) ,

dN

ds

〉
= 〈ϕ (s) ,−κT + τB〉 =

(
−1

κ

)′
.

Tenant sompte de (3.2) , il vient

τ 〈ϕ (s) , B〉 =
κ′

κ2
. (3.4)

De la formule ‖ϕ(s)‖2 = r2, on tire(
1

κ

)2

+ (〈ϕ (s) , B〉)2 = r2. (3.5)

On multiplie (3.5) par τ 2 et moyennant (3.4) on obtient l'égalité recherchée.

Corollaire 3.1.3 Soit ϕ = ϕ(s) une courbe régulière de courbures κ et τ, tracée sur
la surface d'une sphère de rayon r.

Alors κ est une fonction constante si et seulement si τ = 0.
En d'autres termes, toute courbe sphérique de courbure constante (respectivement

de torsion nulle) est un cercle.

Preuve 3.1.4 La condition su�sante est claire d'après (3.1). Pour prouver que la
condition est nécessaire, on suppose que κ est constante. Deux cas sont à distinguer :
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1. κ 6= 1

r
. Dans ce cas τ = 0 d'aprés l'équation (3.1).

2. κ =
1

r
. Comme ϕ est tracée sur une sphère, on a les formules (3.2) et (3.3) ,

il s'ensuit que
ϕ(s) = −1

κ
N + 〈ϕ(s), B〉B,

d'où
‖ϕ(s)‖2 = r2 =⇒

(
−1

κ

)2

+ (〈ϕ(s), B〉)2 = r2.

Par conséquent
(〈ϕ(s), B〉)2 = 0,

donc
〈ϕ(s), B〉 = 0.

En dérivant cette dernière équation et en utilisant successivement les équations
(1.3) et (3.3), il vient〈

dϕ(s)

ds
,B

〉
+

〈
ϕ(s),

dB

ds

〉
= 0 =⇒ 〈T,B〉+ 〈ϕ(s),−τN〉 = 0

=⇒ τ

κ
= 0

Il s'ensuit que
τ = 0.

3.2 Caractérisations de l'hélice générale

3.2.1 En utilisant l'Indicatrice du vecteur tangent

En tenant compte de l'étude de l'Image Sphérique du vecteur tangent (paragraphe (2.1)) ,

on peut énoncer le théorème suivant :

Théorème 3.2.1 Une courbe ϕ = ϕ(s) est une hélice générale si et seulement si
l'image sphérique du vecteur tangent ξ = ξ (sξ) est un cercle.
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Preuve 3.2.2 Supposons que ϕ = ϕ(s) est une hélice générale, donc ses courbures
veri�ent τ

κ
= cte. D'après la formule 2.4, la courbure de l'Indicatrice Sphérique du

vecteur tangent κξ = cte. Tenant compte du corollaire 3.1.3, on conclut que ξ = ξ (sξ)

est un cercle.
Inversement, si ξ = ξ (sξ) est un cercle, en utilisant l'équation (2.4) et la propo-

sition 1.5.2, on conclut que ϕ = ϕ(s) est une hélice générale.

3.2.2 En utilisant les Indicatrices des vecteurs M1 et M2 de

Bishop

Soit ϕ = ϕ (s) une courbe régulière de courbure non nulle. On désigne par
(T,M1,M2) le repère de Bishop associé à ϕ. On obtient les résultats suivants :

Théorème 3.2.3 Soit δ = δ(sδ) l'Image Sphérique du vecteur M1 du repère de
Bishop de la courbe régulière ϕ = ϕ(s). Il existe une relation entre les invariants de
Serret-Frenet de la courbe δ = δ(sδ) et ceux de ϕ = ϕ(s) comme suit :

τ

κ
= − τδ

κδ
.

Preuve 3.2.4 Soient ϕ = ϕ(s) une courbe régulière de courbure κ 6= 0 et δ = δ(sδ)

l'Image Sphérique du vecteur M1 de Bishop.
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Moyennant les équations (2.6) et (2.7), on peut écrire

τδ
κδ

=

−
k1

(
k2

k1

)′
k2

1 + k2
2√

1 +

(
k2

k1

)2

=

−
k1

(
k2

k1

)′
k2

1 + k2
2

1

k1

√
k2

1 + k2
2

= −
k2

1

(
k2

k1

)′
(k2

1 + k2
2)

3
2

= −τ
κ

(voir (2.15)).

Remarque 3.2.5 Le théorème 3.2.3 est immédiat, si on utilise les expressions de
τδ et κδ dans le repère de Frenet de la courbe initiale(voir (2.8) et (2.9)).

De même, on énonce un théorème analogue pour la courbe ψ = ψ(sψ),

Théorème 3.2.6 Soit ψ = ψ(sψ) l'Image Sphérique du vecteur M2 de Bishop de la
courbe régulière ϕ = ϕ(s). Il existe une relation entre les invariants de Serret-Frenet
de la courbe ψ = ψ(sψ) et ceux de ϕ = ϕ(s) comme suit :

τ

κ
= − τψ

κψ
.

Preuve 3.2.7 Soient ϕ = ϕ (s) une courbe régulière de courbure κ 6= 0 et ψ = ψ(sψ)

l'Image Sphérique du vecteur M2 de Bishop.
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En utilisant les expressions (2.10) et (2.11) , il vient

τψ
κψ

=

k2

(
k1

k2

)′
k2

1 + k2
2√

1 +

(
k1

k2

)2

=

k2
2

(
k1

k2

)′
(k2

1 + k2
2)

3
2

= −τ
κ

(voir (2.15)).

Remarque 3.2.8 Le théorème 3.2.6 est immédiat moyennant les nouvelles expres-
sions de κψ et τψ dans le repère de Frenet (voir (2.12) et (2.13)).

Des théorèmes 3.2.3 , 3.2.6 et de la proposition 1.5.2, découle une nouvelle ca-
ractérisation de l'hélice générale :

Théorème 3.2.9 Une courbe ϕ = ϕ(s) est une hélice générale si et seulement si
l'Image Sphérique du vecteur M1(respectivement M2) de Bishop est une hélice géné-
rale.

3.2.3 En utilisant l'Indicatrice du vecteur de Darboux Bishop

De l'étude sur les invariants de Frenet de l'Image Sphérique du vecteur de Dar-
boux Bishop (paragraphe 2.4), découle le théorème suivant:

Théorème 3.2.10 Une courbe ϕ = ϕ(s) est une hélice générale si et seulement si
l'Image Sphérique du vecteur de Darboux Bishop αC = αC (sC) est un cercle.



48

Preuve 3.2.11 En tenant compte de la formule (2.16) donnant la courbure de αC :

καC
=

√
1 +

(κ
τ

)2

,

le raisonnement est le même que celui utilisé dans la démonstration du théorème
3.2.1.

On pourra regrouper les résultats du paragraphe 3.2. en énoncant le théorème
suivant :

Théorème 3.2.12 Soient ϕ = ϕ (s) une courbe régulière de courbure non nulle,
(T,M1,M2) le repère de Bishop associé à ϕ et C le vecteur de Darboux Bishop .
Alors les propositions suivantes sont équivalentes.

1. ϕ = ϕ (s) une hélice générale.
2. L'Image Sphérique du vecteur tangent est un cercle.
3. L'Image Sphérique du vecteur M1 de Bishop est une hélice génarale .
4. L'Image Sphérique du vecteur M2 de Bishop est une hélice générale .
5. L'Image Sphérique du vecteur de Darboux Bishop est un cercle.

3.3 Caractérisation de l'hélice oblique

3.3.1 En utilisant l'Indicatrice du vecteur tangent de Bishop

L'étude de l'Indicatrice Sphérique du vecteur tangent ξ = ξ (sξ), qui consiste
à déterminer ses invariants de Frenet en fonction de celles de la courbe initiale
(paragraphe 2.1.2) , nous amène a énoncer le résultat suivant:

Théorème 3.3.1 Soit ξ = ξ (sξ) l'Image Sphérique du vecteur tangent d'une courbe
régulière ϕ = ϕ(s). Il existe une relation entre les invariants de Serret-Frenet de
ξ = ξ (sξ) et de γ, comme suit

τξ
κξ

= σ (s) . (3.6)
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Preuve 3.3.2 Moyennant les équations (1.7), (2.4) et (2.5), on montre immédiate-
ment la relation demandée.

Du théorème précédent 3.3.1 et les propositions 1.5.2 et 1.5.5, on obtient une
nouvelle caractérisation de l'hélice oblique au sens de Frenet comme suit :

Théorème 3.3.3 Une courbe ϕ = ϕ(s) est une hélice oblique selon Frenet si et
seulement si l'Indicatrice Sphérique du vecteur tangent de Bishop est une hélice
générale.

3.3.2 En utilisant le vecteur normal principal

Dans cette section, on donne une caractérisation d'une courbe régulière ϕ =

ϕ(s) de classe Ck (k ≥ 3), moyennant une remarque donnée dans [22] sur l'Image
Sphérique de la normale principale (N).

Remarque 3.3.4 En notant par {TN , NN , BN} le repère de Serret-Frenet de l'Image
Sphérique de la normale principale N = N(s) de la courbe ϕ = ϕ(s). La première
courbure du repère de Serret-Frenet s'écrit sous la forme suivante

κN =

√
(κ2 + τ 2)2 + (κτ ′ − κ′τ)2

(κ2 + τ 2)
3
2

.

La courbure de l'Indicatrice N peut également s'écrire de la façon suivante

κN =
√

1 + σ2(s).

En utilisant le résultat du corollaire 3.1.3, la proposition 1.5.5 et la remarque
précédente, il est facile d'énoncer le théorème :

Théorème 3.3.5 Une courbe ϕ = ϕ(s) est une hélice oblique au sens de Serret-
Frenet si et seulement si l'Image Sphérique de la normale principale est un cercle.

On pourra aussi regrouper les résultats du paragraphe 3.3 comme suit :
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Théorème 3.3.6 Soit ϕ = ϕ (s) une courbe régulière de classe Ck (k ≥ 3) . On
désigne par T son vecteur tangent et N le vecteur normale principale. Alors les
propositions suivantes sont équivalentes.

1. ϕ = ϕ (s) est une hélice oblique au sens de Frenet
2. L'Image Sphérique du vecteur tangent est une hélice générale.
3. L'Image Sphérique de la normale principale est un cercle.

3.4 Applications à l'hélice circulaire et aux courbes

de précession constante

Exemple 3.4.1 On reprend l'exemple de l'hélice circulaire (Paragraphe 2.4.2 exemple 1).
On calcule les courbures de Frenet des Indicatrices Sphériques du repère de Bishop

de la courbe β = β (s) on obtient

κξ =
c

a

τξ = 0

κδ =
1

cos

(
bs

c2

)
τδ = − b

a cos

(
bs

c2

)
κψ =

1

sin

(
bs

c2

)
τψ = − b

a sin

bs
c2

 .

et
τ

κ
= − τδ

κδ
= − τψ

κψ
=
b

a
.

On en déduit que l'Indicatrice Sphérique du vecteur tangent est un cercle et que les
Indicatrices Sphériques du vecteur M1 de Bishop, ainsi que le vecteur M2 de Bishop
sont des hélices sphériques.
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Exemple 3.4.2 On considère la courbe à vitesse unité γ = (γ1, γ2, γ3)

γ1 =
α+ µ

2α

sin [(α− µ) s]

α− µ
− α− µ

2α

sin [(α+ µ) s]

α+ µ

γ2 = −α+ µ

2α

cos [(α− µ) s]

α− µ
+
α− µ

2α

cos [(α+ µ) s]

α+ µ

γ3 =
ω

µα
sin (µs) .

où
α =

√
ω2 + µ2

et α, ω et µ sont des constantes. Les courbures de γ sont exprimées dans [31] par : κ(s) = −ω sin(µs)

τ = ω cos(µs).

Moyennant les expressions des courbures de Frenet de l'Indicatrice Sphérique du
vecteur tangent (2.4) et (2.5), on obtient

κξ =
1

sin (µs)

τξ =
µ

ω

1

sin (µs)
.

Moyennant (3.6) , il vient

σ (s) =
τξ
κξ

=
µ

ω
= Cte,

et
τ

κ
6= constant

Il s'ensuit que γ = γ (s) est une hélice oblique qui n'est pas une hélice générale.



Chapitre 4

Conclusion et perspectives

4.1 Conclusion

Dans ce travail, on a contribué à l'étude des courbes sphériques et plus particu-
lièrement des Indicatrices Sphériques d'une courbe régulière.

Soit ϕ = ϕ (s) une courbe régulière de courbures non nulles. On désigne par
(T,N,B) son repère de Frenet, κ, τ ses invariants de Frenet, (T,M1,M2) son repère
de Bishop et par k1, k2 ses invariants de Bishop.

Cette contribution consiste à déterminer le repère de Frenet ainsi que les inva-
riants de Frenet des Images Sphériques du repère de Bishop lié à la courbe ϕ = ϕ (s)

( s −→ T (s) , s −→M1 (s) et s −→M2 (s)) et l'Image Sphérique du vecteur rotation
instantanée de ce repère (s −→ C (s)).

Les résultats obtenus peuvent être regroupés dans les deux tableaux récapitulatifs
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suivants :

Tableau 1 : Repère de Frenet et invariants de Frenet des Indicatrices

Sphériques de Bishop de la courbe ϕ = ϕ (s)

Image Sphérique
de T : ξ = ξ (sξ)

Image Sphérique
de M1 : δ = δ (sδ)

Image Sphérique
de M2 : ψ = ψ (sψ)

Vecteur
Tangent

Tξ = N Tδ = T Tψ = T

Courbure κξ =

√
1 +

(τ
κ

)2

κδ =
1

cos θ (s)
κψ =

1

sin θ (s)

Vecteur
Normal

Nξ =
κ√

κ2 + τ 2

(
−T +

τ

κ
B
)

Nδ = −N Nψ = −N

Vecteur
Binormal

Bξ =
κ√

κ2 + τ 2

(τ
κ
T +B

)
Bδ = −B. Bψ = −B

Torsion τξ =
κ

κ2 + τ 2

(τ
κ

)′
τδ = − τ

κ cos θ (s)
τψ = − τ

κ sin θ (s)
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Tableau 2 : Repère de Frenet et invariants de Frenet

de l'Indicatrice Sphérique du vecteur rotation

instantanée de Bishop de la courbe ϕ = ϕ (s)

Image Sphérique du vecteur de Darboux Bishop
αC = αC (sC)

En fonction des
invariants de Frenet

En fonction des
invariants de Bishop

Veteur
Tangent

TαC
= −N TαC

= − k1√
k2

1 + k2
2

M1 − k2√
k2

1 + k2
2

M2

Courbure καC
=

√
1 +

(κ
τ

)2

καC
=

√√√√√√√√1 +

(k2
1 + k2

2)
3
2

k2
1

(
k2

k1

)′


2

Vecteur
Normal

NαC
=

1

καC

[κ
τ
T −B

] NαC
=

1

καC

(k2
1 + k2

2)
3
2

k2
1

(
k2

k1

)′ T


+
1

καC

[
k2√
k2

1 + k2
2

M1 −
k1√
k2

1 + k2
2

M2

]

Vecteur
Binormal

BαC
=

1

καC

[
T +

κ

τ
B
]

BαC
= 1

καC

T − k2 (k2
1 + k2

2)

k2
1

(
k2

k1

)′ M1 +
k2

1 + k2
2

k1

(
k2

k1

)′M2



Torsion ταC
=

1

τ


(κ
τ

)′
1 +

(κ
τ

)2

 ταC
=

k2
1 + k2

2

k2
1

(
k2

k1

)′



(k2
1 + k2

2)
3
2

k2
1

(
k2

k1

)′


′

1 +

(k2
1 + k2

2)
3
2

k2
1

(
k2

k1

)′


2



En prouvant une relation liant les invariants de Frenet d'une courbe sphérique,
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on a pu en déduire une nouvelle caractérisation de ces courbes :
"Tout courbe sphérique de courbure constante (respectivement de torsion nulle )

est un cercle".
Moyennant ce résultat et l'étude des Indicatrices Sphériques de Bishop. On a pu

prouver de nouvelles caractérisations de l'hélice générale et de l'hélice oblique, qu'on
peut résumer en deux théorèmes :

Théorème 4.1.1 Soient ϕ = ϕ (s) une courbe régulière de courbure non nulle,
(T,M1,M2) le repère de Bishop associé à ϕ et C le vecteur de Darboux Bishop.
Alors les propositions suivantes sont équivalentes.

1. ϕ = ϕ (s) est une hélice générale.
2. L'Image Sphérique du vecteur tangent est un cercle
3. L'Image Sphérique du vecteur M1 de Bishop est une hélice générale.
4. L'Image Sphérique du vecteur M2 de Bishop est une hélice générale
5. L'Image Sphérique du vecteur de Darboux Bishop est un cercle.

Théorème 4.1.2 Soit ϕ = ϕ (s) une courbe régulière de classe Ck (k ≥ 3) . On
désigne par T son vecteur tangent et N le vecteur normale principale. Alors les
propositions suivantes sont équivalentes.

1. ϕ = ϕ (s) est une hélice oblique au sens de Frenet.
2. L'Image Sphérique du vecteur tangent est une hélice générale.
3. L'Image Sphérique de la normale principale est un cercle.

On termine cette étude par l'application du théorème 4.1.1 à l'hélice circulaire
comme cas particulier d'une hélice générale. On montre aussi, moyennant le théorème
4.1.2 qu'une courbe de précession constante est une hélice oblique qui n'est pas une
hélice générale.
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4.2 Perspectives

Comme continuité de ce travail, on projette :
� D'approfondir l'étude des Indicatrices Sphériques déjà existantes et aussi de
dé�nir de nouvelles Indicatrices, dans le but de mieux cerner les courbes ini-
tiales.

� D'appliquer les résultats obtenus, pour une meilleure connaissance de certaines
courbes spéciales.

� A l'instar des courbes, explorer l'étude locale des surfaces moyennant les Indi-
catrices Sphériques de leurs repères locaux. L'étude des courbes attachées aux
surfaces nécessite l'utilisation des repères mobiles comme le repère de Dar-
boux. Le but est d'étudier les Indicatrices Sphériques de ces repères et d'en
déduire de nouvelles caractérisations liées aux surfaces.

� De voir l'intérêt de l'étude des Indicatrices Sphériques des courbes pour le trai-
tement de l'image. En e�et, les courbes apparaissent dans des problèmes liés
au traitement de l'image, en particulier les courbes : B-spline, de plis, de Bézier
...etc. La notion de courbure est très utile et a de nombreuses conséquences,
aussi bien théoriques que pratiques, par exemple dans la Conception Assis-
tée par Ordinateur. L'objectif est de voir l'impact de l'étude des Indicatrices
Sphériques dans le domaine de l'imagerie.
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Abstract 

In this paper, we determine the relation between the Frenet-Serret invariants 
of γ  and the Frenet-Serret curvatures of the spherical indicatrix of tangent 

vector, principal normal vector, and Bishop Darboux vector to give a new 
characterization of a general helix and a slant helix. Additionally, the new study 
of Bishop Darboux spherical indicatrix is given. Finally, we have presented 
some examples that are computed in detail. 

1. Introduction 

In differential geometry, a general helix in Euclidean 3-space 3E  is 
defined by the property that tangent vector makes a constant angle with 
a fixed direction. A necessary and sufficient condition that a curve be a 
general helix is that the ratio of curvature to torsion be constant. 
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In [7], a slant helix in Euclidean space 3E  was defined by the 
property that the principal normal vector makes a constant angle with a 
fixed direction. Moreover, Izumiya and Takeuchi [7] showed that γ  is a 

slant helix in ,3E  if and only if the geodesic curvature 

( )
( )

,
2
322

2











 ′







+
=σ

κ
τ

τκ

κs  

of the principal normal indicatrix of a space curve γ  is a constant 

function. In [5], the authors have studied spherical images of tangent 
vector and binormal vector of a slant helix and they showed that the 
spherical images are spherical helix. 

The new spherical images of regular curve which are called Bishop 
spherical images are determined by using Bishop frame vectors in [6]. 

2. Preliminaries 

The Euclidean 3-space 3E  provided with the standard flat metric 
given by 

,, 2
3

2
2

2
1 dxdxdx ++=  

where ( )321 ,, xxx  is a rectangular coordinate system of .3E  The curve 

3: ERI →⊂α  is called a unit speed curve if ( ) ( ) 1, =α′α′ ss  for each 

( ) ( )ssTIs α′=∈ .  is a unit tangent vector of α  and ( ) ( )ss α ′′=κ  is the 

curvature of α  at s. If ( ) ,0≠sκ  then the unit principal normal vector 

( )sN  of the curve α  at s is given by ( ) ( ).sNsκ=α ′′  The unit vector 

( ) ( ) ( )sNsTsB ×=  is called the unit binormal vector of α  at s. The 

Frenet-Serret formulae are given in [2] written under matrix form 
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where 

,1,,, === BBNNTT  

,0,,, === BNBTNT  

and 

., NB′−=τ  

The Bishop frame or parallel transport frame is an alternative 
approach to defining a moving frame that is well defined even when the 
curve has vanishing second derivative. One can express parallel 
transport of an orthonormal frame along a curve simply by parallel 
transporting each component of the frame. The tangent vector and any 
convenient arbitrary basis for the remainder of the frame are used (for 
details, see [1]). The Bishop frame is expressed as [1, 3] 
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Here, we shall call the set { }21,, MMT  as Bishop trihedra and 1k  and 

2k  as Bishop curvatures. The relation matrix may be expressed as 
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where 

( ) ,arctan
1
2
k
k

=θ s  (1) 

( ) ( ),ss θ′=τ  (2) 

and 

( ) .2
2

2
1 kk +=sκ  (3) 

Here, Bishop curvatures are defined by 

( )

( )





θ=

θ=

.sin

,cos

2

1

s

s

κ

κ

k

k
 

Yilmaz et al. [6] investigated spherical images of a regular curve 
which correspond to each vector fields of the Bishop frame. 

It is well known that for a unit speed curve with non-vanishing 
curvatures, the following definition and result hold [6]: 

Definition 2.1. Let ( )sγ=γ  be a regular curve in .3E  If we 

translate of the first vector field (tangent) of Bishop frame to the center O 

of unit sphere in the ,3E  we obtain a spherical image ( ).ξξ=ξ s  This 

curve is called tangent Bishop spherical image or indicatrix of curve 
( ).sγ=γ  

The first curvature ξκ  of ( )ξξ=ξ s  is given in [6] by 
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+== ξξ k

k

kk

k
k
k

kk

kTκ  (4) 

As it is indicated in [3], if a rigid body moves along a regular curve, 
then the motion of body consists of translation and rotation along the 
curve .α  The rotation is determined by an angular velocity vector ,ω  
which is called the Bishop Darboux vector and given by 



NEW CHARACTERIZATIONS FOR SPECIAL … 5

,2112 MM kk +−=ω  

ω  satisfies these equations: 

,TT ×ω=′  

,11 MM ×ω=′  

,22 MM ×ω=′  

if we unitize the Bishop Darboux vector, we get 

.
2
2

2
1

2112

kk

kk

+

+−
=

ω
ω=

MMC  

3. Main Results 

3.1. A new characterization of general helix according to tangent 
vector field of Bishop frame 

Theorem 3.1. Let ( )sϕ=ϕ  be a regular curve with curvatures κ  and .τ  

If ϕ  lies on the surface of sphere, then 

( ) ,1
2

222 




 ′

=−
κ
κκτ r  (5) 

where r = constant is the radius of sphere. 

Proof 3.2. To prove that the condition is necessary, we differentiate 

( ) ,22 rs =ϕ  

we obtain 

( ) .0, =ϕ Ts  

By differentiating, we have 

( ) ,1,
κ

−=ϕ Ns  (6) 
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since 

( )( ) .,1 22
2

rBs =ϕ+





κ

 (7) 

So, by differentiating of the formula (6), we get 

( )( ) ., 2κ
κτ ′

=ϕ Bs  

Take a square of this result and using (7), we have 

.1 2

2
2

2
2 






 ′

=












−

κ
κτ

κ
r  

By multiplying by ,2κ  we get the equation as desired. 

Corollary 3.3. Let ( )sϕ=ϕ  be a curve lies on the surface of radius r 

with the curvatures κ  and κτ.  is a constant function if and only if 

.0=τ  

In another words, any spherical curve with ttancons=κ  (resp., 

0=τ ) is a circle. 

Proof 3.4. The sufficiency condition is clear. For to prove that the 
condition is necessary, we suppose that constant.=κ  Two situations are 
distingue: 

(1) If ,1constant r≠=κ  then 0=τ  (by the Equation (5)). 

(2) If ,1
r=κ  the Equation (7) became 

( )( ) .0, 2 =ϕ Bs  

Differentiate this equation and using the Equation (6), we obtain 

( ) .0,, ==ϕ+ϕ
κ
τ

ds
dBsBds

d  



NEW CHARACTERIZATIONS FOR SPECIAL … 7

Since, we immediately arrive at 

.0=τ  

Theorem 3.5. Let ( )ξξ=ξ s  be a spherical indicatrix of tangent 

vector of γ  regular curve. There exists a relation among Frenet-Serret 

invariants of ( )ξξ=ξ s  and the Frenet-Serret invariants of ( )sγ=γ  as 

follows: 

.1
2





+=ξ κ
τκ  (8) 

Proof 3.6. Let ( )ξξ=ξ s  be a spherical indicatrix of the tangent 

vector of γ  regular curve. From (4), we have 
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Using (1) in (2), we have 
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By the formula (3) of curvature, we write 
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We have immediately 
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Corollary 3.7. Let ( )ξξ=ξ s  be the tangent Bishop spherical image of 

the curve ( ) γγ=γ .s  is a general helix if and only if ( )ξξ=ξ s  is a circle. 

Proof 3.8. If γ  is a general helix, then 

constant.=
κ
τ  

By Theorem 3.5, 

constant.=ξκ  

By the Corollary 3.3, we deduce that the ξ  is a circle. 

Inversely, if ξ  is a circle, using the Equation (8) and the property of a 

general helix, we conclude that γ  is a general helix. 

3.2. A new characterization of a slant helix according to principal 
normal indicatrix 

In this section, we give a characterization for a unit speed curve γ  in 
3E  to be a slant helix by using its principal normal indicatrix (N). 

The following remark is given in [4]: 

Remark 3.9. If the Frenet frame of the principal normal indicatrix N 
of a curve γ  is { },,, NNN BNT  then we have the first curvature of 

Frenet frame 

( ) ( )

( )
,

2
322

2322

τκ

τκτκτκκ
+

′−′++
=N  

from this, the curvature of principal normal indicatrix (N) is 

( ) ,1 2 sN σ+=κ   (10) 

(see [4]). 

Using the result of the Corollary 3.3 and the expression (10), it is 
easy to state the following theorem: 
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Theorem 3.10. ( )sγ=γ  is a slant helix according to Frenet Frame if 

and only if the principal normal spherical image is a circle. 

3.3. A new characterization of general helix according to Bishop 
Darboux spherical indicatrix 

As indicated in [3], another Bishop spherical image is determined in 
order to studies this curve, we determine its Frenet-Serret invariants in 
terms of Frenet invariants and Bishop invariants of .γ  

Definition 3.11. Let ( )sγ=γ  be a regular curve in .3E  If we 

translate of the Bishop Darboux vector field 
ω
ω=C  to the center O of 

unit sphere, we obtain a spherical image ( ).CsCC αα=α  This curve is 

called Bishop Darboux spherical image or indicatrix of curve ( ).sγ=γ   

One can differentiate of Cα  with respect s 

( ).sCds
ds

ds
d C

C
C

C ′=
α

=α′  

Here, we shall denote differentiation according to s by dash, and 
differentiation according to Cs  by dot. 

So we have 

.Cds
dsC

C ′=α  (11) 

In [3], the authors has expressed ,C′  in terms of Bishop frame vector 
fields, as follows: 
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Using the Equation (9), we may write 

.2211 MMC
κ
τ

κ
τ kk −−=′  

We have the tangent vector of spherical image as follows: 

( ) ,1
22112

2
1

1 NMMMMT C −=+−=−−=α kk
kk

κκκ
 

where 

.τ=ds
dsC  

Or, using the Equation (3), we can write 
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In order to determine the first curvature of ,Cα  one can calculate 

,BTNds
dsTT C

CC τκ −=′−==′ αα  

since, we have 

,BTT C −=α τ
κ  

since, we express 
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+== αα τ
κκ CC T  
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using (9), we will also have 
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Therefore, we have the principal normal 
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From the relation matrix, Equations (3) and (9) we have 
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By the cross product of ,CC NT αα ×  we obtain the binormal vector field 
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On the other hand, we can express CBα  in term of Bishop invariants 

as follows: 
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In order to determinate the torsion, we differentiate CBα  and we 
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since, we have 
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By the formulae of the torsion, we have 
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using (9), we will also have 
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Theorem 3.12. Let ( )CsCC αα=α  Bishop Darboux spherical image 

of ( ) γγ=γ .s  is a general helix if and only if Cα  is a circle. 

Proof 3.13. Similar to proof of the Corollary 3.7, the above result can 
be obtained by the equation 

,1
2





+=α τ
κκ C  

property of general helix and Corollary 3.3. 
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4. Examples 

Example 4.1. Let us consider a unit speed circular helix by 

( ) ( ),,sin,cos c
bs

c
sac

sas =β=β  

where .22 R∈+= bac  One can calculate its Frenet-Serret apparatus 
as the following: 

( )

( )

( )

















−=

−−=

−=

=

=

.,cos,sin1

,0,sin,cos

,,cos,sin1

,

,

2

2

ac
sbc

sbcB

c
s

c
sN

bc
sac

sacT
c
b
c
a

τ

κ

 

In order to determine the Bishop frame of the curve ( ),sβ=β  let us from 

( ) .22
0 c

bsds
c
bs

s

==θ ∫  

Since, we can write the transformation matrix 

.

cossin0

sincos0

001

2

1

22

22











































−

=





















M

M

T

B

N

T

c
bs

c
bs

c
bs

c
bs  

By the method of Cramer, one can obtain the Bishop trihedra as follows: 

The tangent: 

( ).,cos,sin1 bc
sac

sacT −=  
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The :1M  

( ).sin,cossinsincos,sinsincoscos 222221
c
bs

c
a

c
bs

c
s

c
bs

c
s

c
b

c
bs

c
s

c
b

c
bs

c
sM −−−−=  

The :2M  

( ).cos,sinsincoscos,sincoscossin 222222
c
bs

c
a

c
bs

c
s

c
bs

c
s

c
b

c
bs

c
s

c
bs

c
s

c
bM −−−−=  

So one can calculate the Bishop Darboux field as follows: 

( ) ( ) .,cos,sin 




 −= c

a
c
s

c
b

c
s

c
bC  

 

Figure 1. Bishop Darboux spherical indicatrix of ( ).sβ=β  
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Example 4.2. Let us consider the following unit speed curve 
( ):,, 321 γγγ=γ  

( ) ( )

( ) ( )

( )












=γ

+−=γ

−=γ

,10sin65
6

,36cos117
116cos208

9

,36sin117
116sin208

9

3

2

1

s

ss

ss

 

this curvature’s functions are expressed in [6] as 

( ) ( )

( )





=

−=

.10cos24

,10sin24

s

ss

τ

κ
 

The vectors of Frenet-Serret frame along the curve γ  are given by 

The tangent: 

( ) ( )

( ) ( )

( )












=γ′

−=γ′

−=γ′

=

.10cos13
12

,36sin13
416sin13

9

,36cos13
416cos13

9

3

2

1

s

ss

ss

T  

The principal normal 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )














=

+−=

−=

=

.13
5

,10sin
36cos

13
6

10sin
16cos

13
6

,10sin
36sin

13
6

10sin
16sin

13
6

3

2

1

N

s
s

s
sN

s
s

s
sN

N  

The binormal 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )












−=

−++−=

−+−=

=

.10sin169
156

,10tan
36sin

169
72

10tan
16sin

169
7236cos169

2016cos169
45

,10tan
36cos

169
72

10tan
16cos

169
7236sin169

2016sin169
45

3

2

1

sB

s
s

s
sssB

s
s

s
sssB

B  
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We also need 

( ) ( ) ( ).10sin10
2410cos24

0

sdsSs
s

==θ ∫  

The transformation matrix for the curve ( )sγ=γ  has the form 

( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( ))

.

10sin10
24cos10sin10

24sin0

10sin10
24sin10sin10

24cos0

001

2

1











































−

=





















M

M

T

ss

ss

B

N

T

 

By the method of Cramer, one can obtain the Bishop trihedra as follows: 

The tangent 

( ) ( )

( ) ( )

( )












−

−

=

.10cos13
12

,36sin13
416sin13

9

,36cos13
416cos13

9

s

ss

ss

T  

The :1M  

( ( )) ( ( )) .10sin10
24sin10sin10

24cos1 BsNsM −=  

The :2M  

( ( )) ( ( )) .10sin10
24cos10sin10

24sin2 BsNsM +=  

Using the expression of C, the Bishop Darboux field, we have 

( ( )) ( ( )) .10sin10
24cos10sin10

24sin 21 MsMsC +−=  
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Figure 2. Bishop Darboux spherical indicatrix of  ( ).sγ=γ  
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Abstract

In this work, we determine the Serret-Frenet apparatus of Bishop Spherical Indica-
trices in terms of Frenet invariants of basic curve. Thereafter, some new characteri-
zations of a general helix and a slant helix are presented. Additionaly, we presented
two examples to illustrate the main results.

1. Introduction

Many researchers use the Frenet frame of a curve to characterize the properties of curves.

This thought aroused that there can be other frames which have some advantages with

the Frenet frame.

Then, in 1975, R.L. Bishop introduced the Bishop frame or parallel transport frame

which can be uncovered by tangent vector and two parallel vectors of the curve.

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

Key Words : Spherical Indicatrix, General Helix, Slant Helix, Bishop Frame.

c© http: //www.ascent-journals.com
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The new spherical images of regular curve which are called the Bishop spherical images

are determined by using Bishop frame vectors in [7].

In this work, we determine the Serret-Frenet apparatus of Bishop spherical indicatrices

in terms of base curve’s Frenet invariants, and we investigate relations between Serret-

Frenet invariants of Bishop spherical images and Serret-Frenet invariants of the base

curve. Additionally, some characterizations of Bishop spherical image to be a general

helix if the base curve is a general helix or a slant helix are presented.

2. Preliminaries

The Euclidean 3-space E3 provided with the standard flat metric given by

〈 , 〉 = dx2
1 + dx2

2 + dx2
3,

where (x1, x2, x3) is a rectangular coordinate system of E3. Recall that, the norm of

an arbitrary vector a ∈ E3 is given by ‖a‖ =
√
〈a, a〉. ϕ is called a unit speed curve if

velocity vector v of ϕ satisfies ‖v‖ = 1. For vectors v, w ∈ E3 it is said to be orthogonal

if and only if 〈v, w〉 = 0. Let ϑ = ϑ(s) be a regular curve in E3. If the tangent vector

of this curve forms a constant angle with a fixed constant vector U , then this curve is

called a general helix or an inclined curve. The sphere of radius r > 0 and with center

in the origin in the space E3 is defined by

S2 = {x = (x1, x2, x3) ∈ E3/〈x, x〉 = r3}.

Denote by {T,N,B} the moving Serret-Frenet frame along the curve ϕ in the space E3.

For an arbitrary curve ϕ with first and second curvature, κ and τ in the space E3, the

following Serret-Frenet formulae are given in [3] written under matrix form
T ′

N ′

B′

 =


0 κ 0

−κ 0 τ

0 −τ 0



T

N

B

 ,
where

〈T, T 〉 = 〈N,N〉 = 〈B,B〉 = 1,

〈T,N〉 = 〈T,B〉 = 〈N,B〉 = 0.
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Here, curvature functions are defined by κ = κ(s) = ‖T ′(s)‖ and τ(s) = −〈N,B′〉.
The Bishop frame or parallel transport frame is an alternative approach to defining a

moving frame that is well defined even when the curve has vanishing second derivative.

One can express parallel transport of an orthonormal frame along a curve simply by

parallel transporting each component of the frame [1]. The tangent vector and any

convenient arbitrary basis for the remainder of the frame are used (for details, see [2]).

The Bishop frame is expressed as [1, 2]
T ′

M ′
1

M ′
2

 =


0 k1 k2

−k1 0 0

−k2 0 0




T

M1

M2

 .
Here, we shall call the set {T,M1,M2} as Bishop trihedra and k1 and k2 as Bishop

curvatures. The relation matrix may be expressed as
T

N

B

 =


1 0 0

0 cos θ(s) sin θ(s)

0 − sin θ(s) cos θ(s)




T

M1

M2

 , (1)

where

θ(s) = arctan
k2

k1
,

τ(s) = θ′(s)

and

κ(s) =
√
k2

1 + k2
2. (2)

Here, Bishop curvatures are defined by
k1 = κ cos θ(s)

k2 = κ sin θ(s)
. (3)

It is well-known that for a unit speed curve with non vanishing curvatures the following

proposition hold [3].

Proposition 2.1 : Let γ = γ(s) be a regular curve with curvatures κ and τ, γ is a

general helix if and only if
κ

τ
= constant.
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In [5], a slant helix in Euclidean space E3 was defined by the property that the principal

normal vector makes a constant angle with a fixed direction. Moreover, Izumiya and

Takeuchi [5] showed that γ is a slant helix in E3, if and only if the geodesic curvature

σ(s) =

[
κ2

(κ2 + τ2)
3
2

(τ
κ

)′
]

(4)

of the principal normal indicatrix of a space curve γ is a constant function. In [4], the

authors have studied spherical images of tangent vector and binormal vector of a slant

helix and they showed that the spherical images are spherical helix.

3. Main Results

3.1 On the Serret-Frenet Frame of Tangent Spherical Image

As indicated in [7], the authors defined the tangent Bishop image of a regular curve.

We determine the Serret-Frenet frame of the tangent spherical image in term of Serret-

Frenet frame of a base curve.

Definition 3.1 : Let γ = γ(s) be a regular curve in E3. If we translate of the first

vector field (tangent) of Bishop frame to the center O of unit sphere in the E3. We

obtain a spherical image ξ = ξ(sξ). This curve is called tangent Bishop spherical image

or indicatrix of curve γ = γ(s).

The tangent vector Tξ of ξ = ξ(zξ) is given, in [7], by

Tξ =
k1M1 + k2M2√

k2
1 + k2

2

=
1
κ

(k1M1 + k2M2) (5)

and
dsξ
ds

= κ. (6)

Using the transformation matrix (1), we have

M1 = cos θ(s)N − sin θ(s)B (7)

and

M2 = sin θ(s)N + cos θ(s)B. (8)

Substituting (7) and (8) to (5), we have

Tξ =
1
κ

[(k1 cos θ(s) + k2 sin θ(s))N + (−k1 sin θ(s) + k2 cos θ(s))B],
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using the formulae (3), we have

Tξ = N.

One can differentiate the Tξ with respect to s

T ′
ξ =

dTξ
dsξ

dsξ
ds

= N ′ = −κT + τB.

Here, we shall denote differentiation according to s by a dash, and differentiation ac-

cording to sξ by a dot. In order to determine the first curvature of ξ = ξ (sξ), we

write

Ṫξ = −T +
τ

κ
B.

Since, we express

κξ = ‖Ṫξ‖ =

√
1 +

(τ
κ

)2
. (9)

Therefore, we have the principal normal

Nξ =
κ√

κ2 + τ2

(
−T +

τ

κ
B

)
.

By the cross product of Tξ ×Nξ, we obtain the Binormal vector field

Bξ =
κ√

κ2 + τ2

(τ
κ
T +B

)
.

In order to determinate the torsion, we differentiate Bξ with respect to s

B′
ξ =

(
τ
κ

)′(
1 +

(
τ
κ

)2
) 3

2

(
T − τ

κ
B

)
.

Using the formulae of the torsion, we obtain

τξ =
κ

κ2 + τ2

(τ
κ

)′
. (10)

Consequently, we determined Serret-Frenet invariants of the tangent Bishop spherical

indicatrix in terms of Frenet invariants of the base curve.

Theorem 3.2 : Let ξ = ξ(sξ) be the tangent Bishop spherical image of a regular curve

γ = γ(s). There exists a relation among Serret-Frenet invariants of ξ = ξ(sξ) and the

geodesic curvature of the principal normal indicatrix of γ, as follows

τξ
κξ

= σ(s). (11)
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Proof 3.3 : In terms of equations (4), (9) and (10), we immediately arrive to result as

desired.

Considering equation (11) and by the proposition 2.1, we get a new characterization of

slant helix according to Serret-Frenet frame:

Theorem 3.4 : Let γ = γ(s) be a regular curve. γ is a slant helix according to

Serret-Frenet frame if and only if the tangent Bishop Spherical image is a general helix.

3.2 On the Serret-Frenet Frame of M1 and M2 Bishop Sphrical images

Yilmaz, Ozyilmaz and Turgut investigated spherical images of a regular curve which

correspond to each vector fields of the Bishop frame.

It is well known that for a unit speed curve with non-vanishing curvatures the following

definitions hold [7].

Definition 3.5 : Let γ = γ(s) be a regular curve in E3. If we translate of the second

vector field of Bishop frame to the center O of the unit sphere S2, we obtain a spherical

image δ = δ(sδ). This curve is called M1 Bishop spherical image or indicatrix of the

curve γ = γ(s).

The tangent vector of δ = δ(sδ), is given by

Tδ = T

and
dsδ
ds

= −k1 = −κ cos θ(s).

Thus, we differentiate

T ′
δ =

dTδ
dsδ

ds|del

ds
= T ′ = kN

we have

Ṫδ = − 1
cos θ(s)

N.

Since, we express

κδ = ‖Ṫδ‖ =
1

cos θ(s)
(12)

and

Nδ =
Ṫδ

‖Ṫδ‖
= −N.

The cross product of Tδ ×Nδ gives us the Binormal vector field of M1 Bishop Spherical

image of γ = γ(s)

Bδ = −B.
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We conclude that

(Tδ, Bδ, Nδ) = (T,−N,−B).

In order to determinate the expression of the torsion, we write

B′
δ = Ḃδ

dsδ
ds

= −B′ = τN

since, we have

Ḃδ =
τ

−κ cos θ(s)
N.

By the formulae of the torsion, we have

τδ = − τ

κ cos θ(s)
. (13)

Immediately, the following result holds.

Theorem 3.6 : Let δ = δ(sδ) be the M1 Bishop spherical image of a regular curve

γ = γ(s). There exists a relation among Serret-Frenet invariants of δ = δ(sδ) and the

Serret-Frenet invariants of γ = γ(s) as follows

τδ
κδ

= −τ
κ
. (14)

Definition 3.7 : Let γ = γ(s) be a regular curve in E3. If we translate of the third

vector field of Bishop frame to the center O of the unit sphere S2, we obtain a spherical

image of ψ = ψ(sψ). This curve is called the M2 Bishop spherical image or the indicatrix

of the curve γ = γ(s).

The tangent vector of ψ = ψ(sψ) is given by

Tψ = T

and
dsψ
ds

= −k2 − κ sin θ(s).

Thus, we differentiate

T ′
ψ =

dTψ
dsψ

dsψ
ds

= T ′ = kN

we have

Ṫψ = − 1
sin θ(s)

N.
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Since, we express

κψ = ‖Ṫψ‖ =
1

sin θ(s)
(15)

and

Nψ =
Ṫψ

‖Ṫψ‖
= −N.

The cross product of Tψ×Nψ gives us the Binormal vector field of M2 Bishop Spherical

image of γ = γ(s)

Bψ = −B.

Similar to the M1 spherical indicatrix, we obtain

(Tψ, Nψ, Bψ) = (T,−N,−B).

In order to determinate the expression of the torsion, we write

B′
ψ = Ḃψ

dsψ
ds

= −B′ = τN

since, we have

Ḃψ =
τ

−κ sin θ(s)
N.

By the formulae of the torsion, we have

τψ = − τ

κ sin θ(s)
.

It follows the theorem.

Theorem 3.8 : Let ψ = ψ(sψ) be the M1 Bishop spherical image of regular curve

γ = γ(s). There exists a relation among Serret-Frenet invariants of γ = γ(s) and the

Serret-Frenet invariants of γ = γ(s) as follows

τψ
κψ

= −τ
κ
. (16)

Considering equations (14), (16) and by the proposition 2:1; we get the new character-

izations of a general helix:

Theorem 3.9 : Let γ = γ(s) be a regular curve: γ is a general helix if and only if the

M1 (respectively M2) Bishop spherical image is a general helix.
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4. Examples

Example 4.1 : Let us consider a unit speed circular helix by

β = β(s) =
(
a cos

s

c
, a sin

s

c
,
bs

c

)
where c =

√
a2 + b2 ∈ R. One can calculate its Serret-Frenet apparatus as the following:

κ = a
c2

τ = b
c2

T = 1
c

(
−a sin s

c , a cos sc , b
)

N =
(
− cos sc ,− sin s

c , 0
)

B = 1
c

(
b sin s

c ,−b cos sc , a
)

In order to determine the Bishop frame of the curve β = β(s), let us form

θ(s) =
∫ s

0

b

c2
ds =

bs

c2
.

Since, we can write the transformation matrix
T

N

B

 =


1 0 0

0 cos bs
c2

sin bs
c2

0 − sin bs
c2

cos bs
c2




T

M1

M2

 .

By the method of Cramer, one can obtain the Bishop trihedra as follows:

The tangent:

T =
1
c

(
−a sin

s

c
, a cos

s

c
, b

)
.

The M1:

M1 =
(
− cos

s

c
cos

bs

c2
− b

c
sin

s

c
sin

bs

c2
,
b

c
cos

s

c
sin

bs

c2
− sin

s

c
cos

bs

c2
,−a

c
sin

bs

c2

)
.

The M2 :

M2 =
(
b

c
sin

s

c
cos

bs

c2
− cos

s

c
sin

bs

c2
,−b

c
cos

s

c
cos

bs

c2
− sin

s

c
sin

bs

c2
,−a

c
cos

bs

c2

)
.
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So the Frenet curvatures of the Bishop spherical indicatrices of β = β(s) are calculate

as folllows 

κξ = c
a

τξ = 0

κδ = 1

cos
“

bs
c2

”

τδ = − b

a cos
“

bs
c2

”
κψ = 1

sin
“

bs
c2

”

τψ = − b

a sin
“

bs
c2

” .
then, ξ = ξ(sξ) is a cercle and

τ

κ
= − τδ

κδ
= −

τψ
κψ

=
b

a
.

So, the M1 and M2 Bishop Spherical indicatrices are general helices.

Example 4.2 : Let us consider the following unit speed curve γ = (γ1, γ2, γ3)

γ1 = α+µ
2α

sin[(α−µ)s]
α−µ − α−µ

2α
sin[(α+µ)s]

α+µ

γ2 = −α+µ
2α

cos[(α−µ)s]
α−µ + α−µ

2α
cos[(α+µ)s]

α+µ

γ3 = ω
µα sin(µs)

where

α =
√
ω2 + µ2

and ω and µ are constant. This curvature’s functions are expressed as in [6]:
κ(s) = −ω sin(µs)

τ = ω cos(µs).

Using the expression of Frenet curvatures of Tangent Bishop Spherical indicatrix, we

have 
κξ = 1

sin(µs)

τξ = µ
ω

1
sin(µs)
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We immediately arrive to
τξ
κξ

=
µ

ω
= Cte,

or
τ

κ
6= constant

so we concluded that γ = γ(s) is a slant helix which is not a general helix.

References
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